
Elementy �zyki statystycznej

�wiczenia nr 8. Rozkªad kanoniczny

1. Wyznacz ±redni¡ energi¦ u, energi¦ swobodn¡ f oraz entropi¦ s pojedyn-
czego kwantowego oscylatora harmonicznego. Przyjmij, »e oscylator jest
w równowadze termodynamicznej z wielkim zbiornikiem ciepªa o tempe-
raturze T .

Wskazówki:

i. Dozwolone poziomy energetyczne kwantowego oscylatora harmonicz-
nego s¡ opisane wzorem: εn =

(
1
2 + n

)
ℏω, dla n = 0, 1, 2, . . . .

ii. Suma niesko«czonego szeregu geometrycznego jest równa∑∞
n=0 q

n = 1
1−q , dla |q| < 1.

Odpowied¹:

u =

(
1

2
+

1

eβℏω − 1

)
ℏω,

f =
1

2
ℏω + kT ln(1− e−βℏω),

s = k

(
βℏω

eβℏω − 1
− ln(1− e−βℏω)

)
.

2. Model ciaªa staªego Einsteina, 1907: Wyznacz ±redni¡ energi¦ ukªadu
3N niezale»nych i rozró»nialnych jednowymiarowych, kwantowych oscyla-
torów harmonicznych. Ile wynosi pojemno±¢ cieplna badanego ukªadu w
granicy niskich i wysokich temperatur?

Wskazówki:

i. Skorzystaj z rozwi¡zania poprzedniego zadania.

ii. Pojemno±¢ ciepln¡ mo»na wyznaczy¢ jako pochodn¡: CV = ∂U
∂T , gdzie

U jest ±redni¡ energi¡ badanego ukªadu.

Odpowied¹:

U = 3N

(
1

2
+

1

eℏω/(kT ) − 1

)
ℏω,

CV = 3N
(ℏω)2

kT 2

eℏω/(kT )

(eℏω/(kT ) − 1)2
,

lim
T→0+

CV = 3N
(ℏω)2

kT 2
e−ℏω/(kT ),

lim
T→∞

CV = 3Nk.
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3. Model ciaªa staªego Debye'a, 1912: Wyznacz energi¦ wewn¦trzn¡ U
i pojemno±¢ ciepln¡ CV ukªadu 3N niezale»nych i rozró»nialnych jedno-
wymiarowych oscylatorów kwantowych. Przyjmij, »e liczba oscylatorów o
zadanej cz¦sto±ci jest równa: g(ω) = ξω2 dla 0 < ω < ω0 oraz g(ω) = 0
dla ω > ω0, gdzie ξ = 9N/ω3

0 .

Przedyskutuj, w jaki sposób CV zale»y od temperatury dla T ≥ 0 i dla
T → ∞. Zaªó», »e suma statystyczna pojedynczego oscylatora o znanej
cz¦sto±ci jest równa: Z1(x) = (ex + e−x)−1, gdzie x = βℏω/2.

Wskazówki:

i. Nale»y skorzysta¢ z miltiplikatywno±ci sumy statystycznej.

ii. Model Debye'a zakªada, »e w sieci krystalicznej propaguj¡ si¦ fale tak
jak w innych o±rodkach. Jednak istnienie obci¦cia dla pewnej cz¦sto-
±ci ω0 zwi¡zane jest z tym, »e fale o dªugo±ciach porównywalnych i
mniejszych ni» dªugo±¢ staªej sieci nie mog¡ si¦ propagowa¢ w ciele
staªym.

Odpowied¹: Dla T → 0+: CV ∼ T 3, za± dla T → ∞: CV = 3Nk. Porównaj
wyniki z rozwi¡zaniem zad. 2.

4. Wyznacz energi¦ wewn¦trzn¡ i pojemno±¢ ciepln¡ ukªadu N rozró»nial-
nych, nieoddziaªuj¡cych oscylatorów harmonicznych. Zaªó», »e energia po-
jedynczego oscylatora jest równa

εi =
1

2m
p2i +

mω2

2
x2
i , (1)

gdzie (xi, pi) oznaczaj¡ odpowiednio poªo»enie i p¦d oscylatora, m jego
mas¦, natomiast ω cz¦sto±¢. Przyjmij, ze temperatura T badanego ukªadu
jest znana.

Wskazówka: Poniewa» rozwa»ane oscylatory s¡ jednowymiarowe, dlatego
obj¦to±¢ elementarnej komórki w przestrzeni fazowej badanego ukªadu jest
równa hN , nie za± h3N .

Odpowied¹: ⟨E⟩ = NkT , CV = Nk.
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