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RozDziar 1

Termodynamika klasyczna, gaz

doskonaly

1.1. Kalorymetria, termodynamika, fizyka statystyczna

Glownym celem tego wykladu jest zapoznanie studentéw z metodami fizyki staty-
stycznej. Poniewaz jednak fizyka statystyczna powstala jako mikroskopowa teoria,
na gruncie ktérej starano sie zrozumieé¢ i wyjasni¢ podstawowe obserwacje i prawa
termodynamiki, dlatego, aby zrozumieé jej podstawowe idee, dobrze jest w pierwszej

kolejnosci zapoznaé sie nieco z termodynamiks.

Termodynamika klasyczna wylonita sie z kalorymetrii - nauki o pomiarze i wy-
twarzaniu ciepla, oraz zamianie ciepla na prace (przelom XVIII i XIX wieku). O

termodynamice, jako o odrebnej nauce, zaczeto méwi¢ w XIX wieku, gdy zaczeto ba-

da¢ temperaturowe witasnosci cial statych, cieczy i gazéw oraz zagadnienia zwigzane
z przemianami fazowymi. W XX wieku, te zagadnienia stanowily gtéwna tematyke

badan fizyki statystycznej zwanej takze termodynamika statystyczng lub mechanika

statystyczna.

Drzisiaj, pod nazwa termodynamika rozumiemy dzial fizyki opisujacy wlasnosci

ukltadéw, w ktérych zachodza rézne procesy termodynamiczne, ktérym towarzyszy

makroskopowy transfer energii (pod postacia ciepta lub pracy) i/lub masy.
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Nazwa termodynamika jest nieco mylaca. Termodynamika nie zajmuje sie bowiem
dynamikag proceséw termodynamicznych, ale wlasno$ciami uktadéw termodynamicz-

nych (gazéw, cieczy i cial stalych) w stanie réwnowagi termodynamicznej, gdy makro-

skopowe wielko$ci opisujace stan ukladu (takie jak temperatura, ci$nienie, objetosé,
gestosé, energia wewnetrzna, entropia itd.) nie zmieniaja sie w czasie i nie ma w ukla-
dzie zadnych ustalonych przeptywow energii i masy. Gdy méwimy, ze termodynamika

1

zajmuje sie procesami termodynamicznymi - z reguly mamy na mysli to, ze badamy

stany poczatkowy i konicowy ukladu, w ktérym rozwazany proces zachodzi.

W termodynamice nie postujemy sie pojeciem czasu. Dlatego, w dalszej czesci
wykladu bedziemy zakladaé, ze zmienne termodynamiczne takie, jak temperatura,

objetos¢, energia wewnetrzna, czy entropia, nie zaleza od czasu. Procesy termodyna-

miczne, w ktorych czas jest wazny stanowia przedmiot zainteresowan fizyki statystycznej

standéw nieréwnowagi. Fizyka statystyczna, ktéra bedziemy sie zajmowaé w ramach

tego przedmiotu to fizyka statystyczna stanéw réwnowagi lub réwnowagowa fizyka

statystyczna.

1.2. Zasady termodynamiki

Termodynamike mozna podsumowaé¢ w 4 prawach empirycznych, tzw. zasadach ter-

modynamiki:

0. Zerowa zasada: Jedli dwa uklady sa w stanie réwnowagi termodynamicznej z
trzecim ukladem, wtedy sa w réwnowadze réwniez wzgledem siebie. Istnieje
wielko$¢ termodynamiczna, zwana temperaturg, ktéra mozna si¢ postuzyé by

okredli¢, czy uktady sa w stanie réwnowagi, czy nie.

Ltakimi, jak np. znane ze szkoly éredniej izotermiczne sprezanie gazu, adiabatyczne rozprezanie

gazu, itd.
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1. Pierwsza zasada: Istnieje wielkos¢ termodynamiczna charakteryzujaca uklad
zwana energiq wewnetrzng. W ukladach izolowanych i zamknietych ? jest spel-
niona zasada zachowania energii wewnetrznej. Energiec wewnetrzng mozna zmie-
nia¢ np. poprzez dostarczenie ciepta do ukladu lub wykonujac prace nad ukla-

dem.

2. Druga zasada: Istnieje wielkos¢ termodynamiczna charakteryzujaca uktad w sta-
nie réwnowagi zwana entropig. Jesli uklad jest izolowany od otoczenia wtedy,
w wyniku spontanicznych proceséw termodynamicznych zachodzacych w takim

uktadzie, entropia ro$nie lub pozostaje stata tj.
AS > 0. (1.1)

Oznacza to, ze w stanie rownowagi termodynamicznej entropia uktadu izolowa-

nego osiaga maksymalng wartosé.

3. Trzecia zasada: W temperaturze zera bezwzglednego, entropia uktadu termo-

dynamicznego ma najmniejsza mozliwa wartos¢.

1.3. Podstawowe pojecia termodynamiki

e O ukladzie termodynamicznym moéwimy, ze jest w rownowadze termodynamicznej,

gdy jego stan nie zalezy od czasu (tzn. gdy makroskopowe wielkosci charakte-
ryzujace uklad nie zaleza od czasu) i gdy w ukladzie nie ma strumieni (ukie-

runkowanych przeplywéw) energii i materii.

e Parametrami stanu, zmiennymi stanu lub funkcjami stanu uktadu termodyna-

micznego nazywamy wielkosci makroskopowe, ktora wykorzystujemy do opisu

stanu uktadu, gdy jest on w stanie réwnowagi. Przyktadami takich zmiennych

2uklady izolowane adiabatycznie to takie, ktére nie moga wymieniaé ciepta z otoczeniem; ukltady

zamkniete to takie, ktére nie moga wymienia¢ materii, np. czastek, z otoczeniem;
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sa: temperatura 7', ciSnienie p, objetos¢ V, energia wewnetrzna F, entropia S
i.in.. Gdy uktad jest w stanie rownowagi, wielkosci te sa jednoznacznie okre-

$lone.

Parametrami, zmiennymi lub funkcjami procesu termodynamicznego nazywamy

wielkoéci, ktére charakteryzuja procesy termodynamiczne. Przykladami takich
funkcji sa cieplo i praca. Dostarczajac ciepto do ukladu i/lub wykonujac prace
nad ukladem mozemy zmienié jego stan (np. z a na b) i tym samym zmienic¢ jego
energie wewnetrzna i entropie (np. z E, i S, na Ejp 1 Sp). Zmiane taka mozemy
jednak zrealizowaé na wiele sposobéw (np. Ep = E,+ Q1+ W1 = E,+ Qo+ W,
gdzie Q1 # Qo oraz Wy # Wy), dlatego cieplo i praca nie sa funkcjami stanu,

ale zaleza od proceséw termodynamicznych.

Proces quasistatyczny (lub odwracalny) to taki proces termodynamiczny w wy-
niku ktérego stan uktadu zmienia sie ze stanu a do b, ale dzieje sie to bardzo
powoli i w taki sposéb, ze podczas trwania procesu badany uklad caly czas
jest w stanie rownowagi termodynamicznej. Mowiac doktadniej, uktad przecho-
dzi przez rézne stany roéwnowagi, w ktérych jego parametry i funkcje stanu
(np. temperatura, ciSnienie, energia wewnetrzna, entropia) sa dobrze okreslone.
Procesy quasistatyczne sa wygodng idealizacja procesoéw rzeczywistych. Czesto,

dzieki tej idealizacji jesteSmy w stanie cokolwiek policzyc¢.

Rozrézniamy dwa rodzaje parametréw (zmiennych lub funkcji) stanu uktadu

termodynamicznego: zmienne intensywne i ekstensywne. Zmienne intensywne,

takie jak temperatura i ciSnienie, nie zaleza od wielkosci uktadu termodynamicz-
nego. Przykladem zmiennych ekstensywnych, ktére zaleza od wielkosci uktadu,

sa: energia wewnetrzna i entropia.

Na rysunku 1.1 pokazano ”termodynamiczne spojrzenie na $wiat”, tj. badany

uktad termodynamiczny i jego otoczenie. W termodynamice zaktada sig, ze oto-
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czenie jest znacznie wieksze od ukladu, dzieki czemu stan uktadu nie wptywa na
stan otoczenia, ale otoczenie ma wpltyw na uklad. Otoczenie charakteryzujemy
makroskopowymi zmiennymi opatrzonymi indeksem r (od rezerwuar). Uklady
sprzezone z otoczeniem sa opisane podobnymi zmiennymi bez indeksow. Uktad
2. jest dwa razy wiekszy od ukltadu 1, dlatego jego zmienne ekstenstywne sa

rowniez dwa razy wieksze.

system 1 system 2
B VN 2E,2V,2N
T, p, 1t T.p 1
Environment
energy E, temperature 7,
volume V| pressure p,
particle number N, chemical potential ¢,

Rysunek 1.1. Uktad termodynamiczny i jego otoczenie.

e Energia wewnetrzna uktadu termodynamicznego, U lub E, to suma energii kine-

tycznej drobin sktadajacych sie na badany uktad termodynamiczny oraz energii
potencjalnej réznorakich oddziatywan (np. grawitacyjnych, elektrostatycznych,
magnetycznych) miedzy tymi drobinami. Do energii wewnetrznej ukladu nie
wlicza sie energii kinetycznej uktadu traktowanego jako makroskopowa calosé,

ani tez energii potencjalnej wynikajacej z dzialania na uktad sit zewnetrznych.

W termodynamice, pod pojeciem pracy, W, rozumiemy transfer energii wynika-

jacy z zastosowania silty zewnetrznej. Podobnie, pod pojeciem przekazu ciepta,

@, rozumiemy zmiane energii wewnetrznej wynikajaca z transferu energii ki-
netycznej drobin jednego ciata do drugiego poprzez ich powierzchnie (poprzez

zderzenia drobin na poziomie molekularnym).
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e Zgodnie z powyzszym, pierwsza zasada termodynamiki (zasada zachowania
energii wewnetrznej) w ukladach zamknietych moze byé zapisana w postaci
rownania:

dE = dQ + dW, (1.2)

gdzie dE oznacza zmiang energii wewnetrznej uktadu fizycznego podczas pro-
cesu termodynamicznego, dQ jest cieptem dostarczonym (lub odebranym) ukta-
dowi, za$ dW jest praca wykonana nad ukladem (lub przez uktad) w czasie tego
procesu. O ile jednak, z matematycznego punktu widzenia, dF jest rézniczka
zupelna (poniewaz E jest funkcja stanu), o tyle d@Q i dW sa to tzw. rézniczki
niezupelne (charakteryzujace proces termodynamiczny). Niemniej, jesli proces
jest dobrze okreslony, wtedy ciepto przekazane uktadowi w trakcie tego procesu

mozna policzy¢ caltkujac przyrosty: AQ = [ dQ (podobnie AW = [dW).

e W szczegdlnosei, gdy mamy do czynienia z quasistatycznym sprezaniem (lub

rozprezaniem) gazu, wtedy elementarna praca, dW, jest réwna:

AW = —pdV. (1.3)

. , . . _ _ F _
Powyzszy wzér wynika ze znanego wzoru na prace: dW = Fdx = g(Sdx) =

p(—=dV) = —pdV'.

e Ponadto w procesach quasistatycznych 3:

0= (%) w

gdzie dS jest zmiana entropii uktadu, za$ T oznacza temperature uktadu, ktora

W procesie quasistatynym jest réwna temperaturze otoczenia. Do entropii i jej

zmiany wrocimy jeszcze w dalszej czedci tego wyktadu.

e Uwaga nt. znakéw: Jesli ciepto jest dostarczane do uktadu termodynamicznego,

wtedy, zgodnie z umowa, d@ > 0. Podobnie, jedli sily zewnetrzne wykonuja

3dolny indeks ¢ w réwn. (1.4) oznacza proces quasistatyczny;
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prace nad uktadem, wtedy zwickszaja jego energie wewnetrzna, dlatego dW >
0. Odpowiednio, d@Q < 0 jesli uktad oddaje ciepto oraz dW < 0 gdy uktad

wykonuje prace kosztem swojej energii wewnetrznej.

1.4. Klasyczny gaz doskonaly w stanie rownowagi

Termodynamika i fizyka statystyczna czesto odwoluja sie do przyktadu klasycznego
gazu doskonatego. Dzieje si¢ tak z dwdch powodéw. Po pierwsze, termodynamiczne
wlasnosci tego gazu sa intuicyjnie zrozumiale i tatwe w opisie. Po drugie, gaz ten
jest najprostszym uktadem, przy pomocy ktérego tatwo mozna zrozumieé podsta-
wowe metody fizyki statystycznej. W dalszej czeéci wyktadu, gdy bedziemy analizo-
waé wlasnosci gazéw kwantowych (fermionowych, bozonowych, fotonowych) réwniez

wielokrotnie bedziemy wracaé¢ do klasycznego gazu doskonatego.

Klasyczny gaz doskonaly to uklad termodynamiczny sktadajacy si¢ z czastek,
ktére maja charakter punktéw materialnych (tzn. sa obdarzone masa, m, ale ich roz-
miar jest zaniedbywalnie maly). Czasteczki zderzaja sie ze soba (idealnie sprezyscie)
oraz ze Sciankami naczynia, w ktérym si¢ znajduja. Poza momentami zderzen cza-
steczki gazu nie oddziatuja ze soba. Oznacza to, ze energia wewnetrzna gazu jest

jedynie suma energii kinetycznych jego czastek.

e Roéwnanie stanu gazu doskonatego # (zwane tez réwn. Clapeyrona), ma postaé:

pV = NkT, (1.5)

gdzie p jest ciénieniem gazu, V jego objetoscia, N liczba czasteczek, T tempe-

ratura gazu, za$ k = 1,38 x 10723 J/K nosi nazwe stalej Boltzmanna.

e Cidnienie, jakie wywiera gaz na $cianki naczynia mozna wyznaczy¢ z defini-

cji cidnienia, jako Sredniej normalnej sity wywieranej przez czasteczki gazu na

4po raz pierwszy réwnanie to zostalo sformutowane, w oparciu o dane do$wiadczalne, w 1834;
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jednostke powierzchni $ciany. Mozna pokazaé °, ze
p = —mn(v?), (1.6)

gdzie m jest masa pojedynczej czastki gazu, n = N/V to gestosé gazu, zas (v?)
oznacza usredniony po wszystkich czasteczkach gazu kwadrat predkosci, tzn.

N

(v%+vg+~.+va)=%2vg. (1.7)
=1

(v?) =

2=

e Energia wewnetrzna gazu doskonaltego jest réwna sumie energii kinetycznych

wszystkich czastek gazu, tzn.

Podstawiajac do powyzszej zaleznosci réwn. (1.6) dostajemy:
3

Nastepnie, wykorzystujac réwnanie Clapeyrona (1.5) dostajemy wyrazenie na

energie wewnetrzna monoatomowego 5 gazu doskonalego:
3
E= §NkT' (1.10)

7 ostatniego rownania wynika, ze energia wewnetrzna gazu zalezy jedynie od
temperatury. Im wyzsza temperatura, tym szybciej (Srednio) poruszaja sie cza-

steczki gazu.

Saby to pokazaé nalezy zbadaé zmiane pedu wszystkich czastek uderzajacych w éciane przedziale
czasu dt i skorzystaé¢ z drugiej zasady dynamiki; zmiana pedu pojedynczej czastki jest wprawdzie
proporcjonalna do predkodci tej czastki, ale liczba czastek uderzajacych w Sciane w ustalonym prze-
dziale czasu jest proporcjonalna do ich predkosci; z tego powodu sita wywierana na $cianke jest

proporcjonalna do kwadratu predkoéci;
Sdrobiny gazu monoatomowego sa pojedynczymi atomami;
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1.5. Odwracalne procesy termodynamiczne w gazie

doskonalym: przyktady

Przyklad 1.1 Proces izotermiczny, T' = const, praca sprezania gazu. Rownanie izo-

termy gazu doskonatego ma postaé, por. réwn. (1.5):
pV = const. (1.11)

Wynika stad, ze na diagramie p — V' izotermy maja ksztalt hiperboli, p ~ % Praca
sprezania gazu doskonalego w procesie izotermicznym, z objetosci Vi do Vo wynosi

(patrz réown. (1.3)):

Va Va
W= / aw = [ (=p)av (1.12)

Vi 1%

Va gy
= —NEkT —_ 1.13
e (1.13)

Vi

= NEKT1 — 1.14
“<w>’ (1.14)

gdzie skorzystaliémy z réwn. Clapeyrona. Wyjadnijmy, ze w procesie izotermicznym
energia gazu nie zamienia sie, dlatego z zachowania energii wynika, ze podczas spre-

zania gazu musi zostaé wydzielone cieplo réwne pracy sprezania.

Przyktad 1.2 Proces adiabatyczny, d@) = 0, rownanie adiabaty. W procesie adia-

batycznym gaz doskonaly moze wykonywaé prace rozprezania lub sily zewnetrzne
moga wykonywaé prace sprezania gazu. W wyniku procesu adiabatycznego energia

wewnetrzna gazu zmienia sie:
dE = dW = —pdV. (1.15)

Poniewaz energia jest funkcja stanu, zmiana energii jest rézniczka zupelna, stad ko-

rzystajac z réwn. (1.9) dostajemy:

3 3
dE = id(pV) = i(Vdp + pdV). (1.16)
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Poréwnujac (1.15) i (1.16) dostajemy proste réwnanie rézniczkowe, ktérego rozwia-

zaniem jest réwnanie adiabaty gazu doskonalego:

5 3
ipdV = —§Vdp, (1.17)
dp 5dV
= =_I 1.18
) 3V (1.18)
Inp = —gan+const, (1.19)
In (pV%) = const, (1.20)
pV3 = const. (1.21)
Ostatecznie, réwnanie adiabaty gazu doskonalego ma postac:
. 5
pV7 = const, gdzie T=3 (1.22)

Przyktad 1.3 Proces adiabatyczny, dQ) = 0, praca sprezania gazu. Gdy w procesie

adiabatycznym sprezamy gaz (tzn. quasistatycznie zmniejszamy jego objetos¢ z Vi do
Va), temperatura gazu musi ulec zmianie, tzn. musi wzrosna¢. Wzrost temperatury
jest zgodny z zasada zachowania energii, poniewaz wykonujac prace sprezania gazu

zwiekszamy jego energie wewnetrzna, ktéra zalezy liniowo od temperatury.

Z réwnania adiabaty (1.22) mamy:

pV7 = pr1V = sz;, (1.23)
stad praca sprezania wynosi:
Va \%1 d

W= / (=p)dV =p V) ad (1.24)

Vi v, V7

Vi —p2 V5
_ hiVi—p2Va (1.25)
L=~
Nk

= —(Th—-TY). (1.26)
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Przykltad 1.4 Pojemnos¢ cieplna gazu przy statej objetosci, Cy/, definiuje si¢ jako

ilos¢ ciepta, jaka nalezy dostarczyé¢ do uktadu, by zwigkszy¢ jego temperature np. o

jeden stopien. Z definicji mamy zatem:

Cy = 3—? . (1.27)
Gdy V = const, mamy dQ = dE, stad dla gazu doskonalego dostajemy:
Cy = % _ diT (21\1/@) _ gNk. (1.28)
Przyklad 1.5 Pojemnosc¢ cieplna przy stalym ci$nieniu, C),, wynosi
Cp:;lgp:-~-:gzvk. (1.29)

Powyzszy wynik dostajemy, podstawiajac w definicji: dQ = dFE — dW = dE — pdV =
dE —d(pV), gdzie E = 3NKT, zaé pV = NkT.

1.6. Entropia gazu doskonalego

Rozwazmy pewien quasistatyczny proces termodynamiczny, podczas ktérego do gazu

doskonatego jest przekazywane (lub odbierane) cieplo, d@. Temperatura otoczenia
jest rowna T. Zbadamy niepozornie wygladajaca wielkoé¢ (dQ/T),, ktéra wyraza
transfer ciepta z otoczenia do uktadu, ktéry to transfer jest modulowany przez tem-

perature otoczenia T,

Korzystajac z pierwszej zasady termodynamiki, badana wielko$¢ mozna zapisaé
w postaci:

(1.30)

(dQ) _ dE +pdV
T), T

"poniewaz proces jest quasistatyczny temperatura otoczenia jest taka sama, jak temperatura

uktadu;
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Nastepnie, wykorzystujac réwn. (1.9) oraz réwnanie Clapeyrona (1.5) dostajemy:

dQ\  3d(pV) dv. 5 dV 3 _.dp <5dV 3dp>
(T>q + p— + V= =Nk 2V+2p .

To T TP TP TRV (1.31)

Dalej, sumujac (a raczej catkujac) wszystkie elementarne zmiany (dQ/T), (1.31), jakie
dokonaly sie w procesie quasistatycznej wymiany ciepta miedzy gazem i otoczeniem,
gdy stan gazu zmienil si¢ z a do b, dostajemy:

/ab (cgg)q — B]\m In (pvg)r | )

a

Lewa strona powyzszej zaleznoéci jest wielkoscia, ktéra mozna zmierzy¢ w do-
Swiadczeniu: jest ona rowna cieptu przekazanemu do uktadu podczas przemiany qu-
asistatycznej, ktore to ciepto jest, jak to okredliliSmy wcze$niej, modulowane przez
temperature. Prawa strona ukladu zalezy jedynie od stanu poczatkowego i stanu
koficowego gazu. Nie zalezy natomiast od charakteru procesu termodynamicznego
(izotermiczny, izobaryczny itd.). Jedynym zalozeniem dotyczacym procesu jest to, ze
musi to by¢ proces quasistatyczny, z ktérego to warunku wynika m.in., ze tempera-
tura uktadu jest caly czas réwna temperaturze otoczenia. Oznacza to, ze wyrazenie

po prawej stronie jest funkcja stanu uktadu. Funkcja ta nosi nazwe entropii. Zmiana

entropii w procesie quasistatycznym jest réwna:

AS = /ab (‘?)q - /ab dS = S(py, Vs N) — S (pa, Vi, N). (1.33)

Powyzsza zalezno$¢ nosi nazwe catki Clausiusa. Ma ona charakter uniwersalny i defi-

niuje elementarng zmiane entropii uktadu podczas procesu quasistatycznego:

s = (i}?)q, (1.34)

Podsumowujac, entropia gazu doskonalego jest réwna (patrz réwn. (1.32)):

S(p,V,N)

%Nk In (pV%> + const

= Nkln (p%Vg> + const, (1.35)



1.7. Entropia w procesach nieodwracalnych 17

i jak wynika z powyzszej zaleznosci jest ona okreslona z doktadnoécia do stalej const,
ktora mozna nieco doprecyzowaé. Aby to zrobi¢ zauwazmy, ze entropia gazu dosko-
natego musi by¢ ekstensywna funkcja stanu, tzn. musi liniowo zaleze¢ od rozmiaru
ukladu ® Dlatego, wyrazenie na entropie mozna przepisaé¢ w postaci, ktéra zapewnia

ekstensywnosé entropii i bezwymiarowy charakter argumentu funkcji logarytmiczne;j:

3 5

S8

S(p,V,N) = NkIn <p2 5> , (1.36)
CN2

gdzie C' jest pewna stala.

1.7. Entropia w procesach nieodwracalnych

e Poniewaz entropia, S(p, V, N), jest funkcja stanu, jej zmiana, d.S, jest rozniczka

zupelna.

e W termodynamicznych procesach quasistatycznych zmiana entropii jest réwna

ds = (?)q. (1.37)

e Zgodnie z druga zasada termodynamiki, w ukiadach izolowanych, podczas spon-
tanicznych proceséw termodynamicznych, ktére rzadko maja charakter proce-

séw quasistatycznych, entropia uktadu rosnie.

e W procesach niequasistatycznych (nieodwracalnych) zmiana entropii uktadu

jest rowna:

dS = dS, + dS;, (1.38)

gdzie dS. jest zmiana entropii zwiazana z przekazem ciepla (z otoczenia do

ukladu lub w przeciwnym kierunku)

_daQ
dSe = =, (1.39)

wniosek ten wynika z prostego rozumowania: w procesie quasistatycznym zamiana entropii jest

8

proporcjonalna do ciepta dostarczonego do uktadu, a poniewaz ciepto jest forma energii, ktéra jest

ekstensywna, wnioskujemy, ze entropia tez jest wielkoscia ekstensywna.
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gdzie T jest temperatura otoczenia, za$ dS5; jest zmiang entropii, ktéra wynika
z proceséw nieodwracalnych zachodzacych wewnatrz uktadu. dS; nosi nazwe

produkcji entropii .

e Mozna pokazac, ze w kazdym procesie spelniona jest relacja:
dS; > 0, (1.40)
gdzie réwno$é obowiazuje dla proceséw quasistatycznych (odwracalnych).

e Gdy w réwn. (1.39) d@Q < 0, tzn. cieplo jest przekazywane przez uktad do
otoczenia, wtedy dS. < 0. W takiej sytuacji moze sie zdarzy¢, ze catkowita
zmiana entropii uktadu dS = dS, + dS; bedzie mniejsza od zera, dS < 0. Nie
stoi to jednak w sprzecznosci z druga zasada termodynamiki w jej podstawowym

sformutowaniu, poniewaz badany uktad nie jest izolowany, dQ # 0.

e W uktadach zamknietych i izolowanych dS. = 0 poniewaz nie ma wymiany
ciepta z otoczeniem. Dlatego zmiana entropii moze by¢ jedynie spowodowana
produkcja entropii: dS = dS; > 0. W takich uktadach entropia nie moze male¢,

co jest trescia drugiej zasady termodynamiki.

e Najwazniejszym wnioskiem dotyczacym entropii dowolnych uktadéow termody-
namicznych (izolowanych i nieizolowanych, zamknietych i otwartych) jest to,
ze w dowolnych procesach spontanicznych (nieodwracalnych) produkcja entropii

jest wieksza od zera. Jest ona rowna zero tylko w procesach odwracalnych.

1.8. Zmiana entropii gazu doskonalego w procesach

nieodwracalnych: przyktady

9dolne indeksy e oraz i przy zmianie entropii maja pochodzenie anglojezyczne i mozna je odczy-

tywaé jako external oraz internal;
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Przyklad 1.6 Swobodne (nieodwracalne), adiabatyczne rozprezanie gazu.

Sytuacja, ktorg bedziemy analizowaé jest schematycznie przedstawiona na rys. 1.2.
W chwili poczatkowej, gaz jest w stanie réwnowagi w pojemniku o objetosci Vj.
Poczatkowa temperatura i ciSnienie gazu wynosza: Ty i po. W pewnej chwili pojemnik
z gazem peka i gaz, w sposéb nieodwracalny, rozpreza sie do objetosci V1. Po ustaleniu
sie stanu réwnowagi, temperatura i ci$nienie rozprezonego gazu wynosza: 11 i p1. O

ile zmieniala sie entropia gazu?

Vo Ty, po -

Rysunek 1.2. Rysunek do przyktadu 1.6.

Zmiana entropii jest réwna:

AS:S(p17‘/ivN)_S(pO)%7N)7 (141)

gdzie S(p, V, N) jest dana wzorem (1.35). Poniewaz jednak badany proces ma charak-
ter adiabatyczny (tzn. nie ma przeptywu ciepta miedzy otoczeniem i gazem) i gaz nie
wykonuje zadnej pracy (tzn. rozprezanie ma charakter nagly, nieodwracalny), stad,
z pierwszej zasady termodynamiki, wnioskujemy, ze podczas rozprezania gazu jego
energia (1.10) nie zmienia sie. Wynika stad, ze temperatura gazu réwniez pozostaje

stala:

Ty = To. (1.42)
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Dlatego zmiana entropii gazu (1.41) wynosi:

(p1V1)*2Vi
AS = Nkl 1.43
(Ceri, 1
3/2
_ Npw ((YETD)T TV (1.44)
(NKTo) 2V
N (2) (1.45)

gdzie wykorzystaliSmy réwnanie stanu gazu doskonatego, pV = NET', oraz réwnosé

temperatur przed i po rozprezeniu gazu, réwn. (1.42).

Badany proces ma charakter nieodwracalny. Z tego powodu elementarna zmiana
entropii jest dana wzorem (1.38), gdzie d@ = 0 (proces adiabatyczny). Wynika stad, ze
W rozwazanym procesie, zmiana entropii gazu doskonalego nastepuje tylko w wyniku

produkcji entropii, AS = AS;.

Uzyskany wynik jest zgodny z druga zasada termodynamiki. Poniewaz Vi > V4,
dlatego AS = AS; > 0. W ukladzie izolowanym, podczas proceséw spontanicznych
entropia ukladu rosnie lub pozostaje stata, przy czym stata, maksymalng wartosé

osigga ona dopiero, gdy uklad znajduje sie¢ w stanie réwnowagi termodynamiczne;j.

Przyktad 1.7 Quasistatyczne, izotermiczne rozprezanie gazu.

7 dydaktycznego punktu widzenia, rozwazane w poprzednim przyktadzie nieodwra-
calne adiabatyczne rozprezanie gazu doskonalego dobrze jest poréwnac z quasistatycz-
nym izotermicznym rozprezaniem, ktére zachodzi w wyniku wymiany ciepta gazu z

otoczeniem.

7 przyktadu 1.1. wiemy, ze podczas takiego rozprezania gaz wykonuje prace:
W = NkTIn(V,/V1) (1.14). Praca rozprezania odbywa si¢ kosztem ciepla dostar-
czonego z otoczenia, () = W. Stad, zmiana entropii podczas quisistaycznego i izoter-

micznego rozprezania gazu jest spowodowana przepltywem ciepla i jest rowna, patrz
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réwn. (1.34):

1 V2 w
AS=AS. = 5| Q= (1.46)
\%
= Nkln(—). 1.47
n(vo) (1.47)

Poniewaz rozwazany proces jest quasistatyczny, dlatego AS; = 0.

7 powyzszej zaleznosci widzimy, ze zmiana entropii w procesie izotermicznego,
odwracalnego rozprezania gazu jest taka sama, jak w przypadku nieodwracalnego
adiabatycznego rozprezania z przyktadu 1.6. Uzyskana zgodnosé nie powinna nas
dziwié¢. Poczatkowy i kohcowy stan ukladu (gazu) sa takie same. Z tego powodu

zmiana entropii, ktéra jest przeciez funkcja stanu, musi by¢ taka sama.

Przykltad 1.8 Nieodwracalny przeplyw ciepta z otoczenia do gazu doskonalego.

Sytuacja, ktorg bedziemy analizowaé jest schematycznie przedstawiona na rys. 1.3.
W chwili poczatkowej, gaz ma temperature Tp, za$ otoczenie (tzw. rezerwuar ciepla)
ma temperature 7). Zakladamy, ze otoczenie jest duzo wieksze od badanego uktadu.
Chcemy zbadaé zmiane entropii uktadu (gazu) w wyniku nieodwracalnego procesu
wyréwnywania sie temperatur otoczenia i gazu. Zaktadamy, ze podczas rozwazanego

procesu liczba czastek w gazie i jego objetosé nie zmieniajg sie.

Liczac zmiang entropii gazu korzystamy ze wzoru (1.35) i zaktadajac, ze V = const
dostajemy:

3 T

Zauwazmy, ze wyrazenie (1.48) moze by¢ mniejsze lub wieksze od zera, zaleznie od
tego, czy iloraz T,./Ty jest mniejszy lub wiekszy od jednosci. Oczywiscie, poniewaz
badany uklad (gaz) nie jest izolowany (miedzy otoczeniem i ukladem jest przyplyw

ciepla), uzyskane wyrazenie nie stoi w sprzecznosci z druga zasada termodynamiki.

Sprawdzmy teraz, ile entropii ”wyprodukowalo si¢”w ukltadzie podczas tego pro-

cesu. Pamigtajac, ze ciepto przekazane do uktadu podczas tego procesu jest réwne
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Ty

T 0.25
0.20
ps, 015

i INk

“0.10

0.05

0.0 05 10 15
To/T,

Rysunek 1.3. Rysunek do przyktadu 1.8.

zmianie energii wewnetrznej gazu, E = %NkT, ze woru (1.38) dostajemy:

AS;

Latwo pokazaé 10

dQ
AS—/TT (1.49)
AFE
AS = (1.50)
3 T, T — 1T
—NEk |1 — | = . 1.51
2 k{n(%) T, ] (1.51)

, ze uzyskana wielkoS¢ jest zawsze wieksza od zera, gdy T, # Tj

(patrz rys. 1.2). Wynik ten jest zgodny ze wzorem (1.40).

1.9. Pytania kontrolne

1. Omoéw pierwsza, druga i trzecia zasade termodynamiki.

2. Co to jest gaz doskonaly. Opisz termodynamiczne wlasnoéci tego gazu.

3. Co to jest proces odwracalny (nieodwracalny)? Jak zmienia sie entropia ukladu

termodynamicznego podczas takiego procesu?

10

2 3
mozna to pokazaé rozwijajac funkcje logarytmiczna w szereg: Inz = (z—1)— % + % -
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1.10. Przyktadowe zadania

1. Oblicz prace wykonang przez sity zewnetrzne podczas izotermicznego sprezania
gazu doskonatego. Temperatura gazu jest réwna T', jego poczatkowa objetosé
to Vi, koncowa Vs, liczba czastek gazu N.

Odpowiedz: W = NET In(V; /Va).

2. Wyprowadz réwnanie adiabaty klasycznego gazu doskonatego. Skorzystaj z pierw-
szej zasady termodynamiki, oraz ze wzoru na energie gazu E = %pV i elemen-
tarng prace w procesie quasistatycznym dW = —pdV'.

Odpowied?: pV5/3 = const.

3. Oblicz prace wykonana przez sity zewnetrzne podczas adiabatycznego spreza-
nia gazu doskonatego. Poczatkowe parametry gazu: pi, Vi, za$ koncowe ps, Va,
liczba czastek gazu N.

Odpowiedz: W = %Nki(Tg —T), gdzie Ty = p1Vi(NE)™! jest poczatkowa tem-

peratura gazu, a 75 koncowa.

4. Wyznacz zmiane entropii gazu doskonalego podczas swobodnego (tj. nieodwra-
calnego) adiabatycznego rozprezania gazu. Poczatkowe parametru gazu wyno-
sza: 11, V1, p1, a koncowe: Th, Vs, po. Ile entropii wyprodukowalto sie podczas tego
procesu?

Wskazowka: Poniewaz proces jest adiabatyczny: 17 = T5. Entropia gazu dosko-
natego jest réwna: S = NklIn (p%V%> + const (1.35).
Odpowiedz: AS = NkIn(Va/V1), AS = AS;, tzn. cala entropia zmieniala si¢ na

skutek produkcji entropii.

5. Wyznacz zmiane entropii gazu doskonatego podczas nieodwracalnego przeptywu
ciepta towarzyszacego wyréwnywaniu sie temperatur gazu i otoczenia. Zaltoz, ze
temperatura otoczenia jest stala i wynosi T}, za$ poczatkowa temperatura gazu

jest réwna Ty < T,. Podczas procesu liczba czastek gazu oraz jego objetosé
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pozostaja state: N,V = const.

Wskazéwka: Entropia gazu jest réwna: S(T,V,N) = NkIn (T%V) + const.
Odpowieds: AS = S(T,,V,N) — S(Ty,V, N) = 3NkIn (%)

AS; = AS -} [37dQ = AS — $NK(T, — Tp)/T,.



Rozpziar 2

Entropia i potencjaly termodynamiczne

2.1. Podstawowa relacja termodynamiki

7 pierwszej zasady termodynamiki wynika, ze w procesie quasistatycznym, podczas
ktorego mamy do czynienia z przekazem cieplta i praca, w wyniku ktérej zmianie ulega
objetos¢ zamknietego uktadu termodynamicznego, zmiana energii wewnetrznej tego

ukladu, jest réwna (zob. réwn. (1.3) i (1.4)):

dE = TdS — pdV. (2.1)

Gdy proces nie jest quasistatyczny, wtedy oczywiscie d@QQ # TdS oraz dW +#
—pdV, ale réwn. (2.1) wciaz jest prawdziwe. Nie moze by¢ inaczej poniewaz réw-
nanie to opisuje zmiane energii wewnetrznej uktadu termodynamicznego wynikajaca
ze zmiany stanu tego uktadu. W wyniku takiej zmiany, oprocz energii, zmieniaja
sie réwniez inne funkcje i parametry okreslajace stan ukladu, w tym réwniez en-
tropia, S, i objeto$¢, V, a ich zmiany sa jednoznacznie okreslone, tak samo, jak
zmiany energii. Z tego powodu zalezno$é (2.1) ma charakter uniwersalny i nosi na-

zwe podstawowego rownania termodynamiki dla uktadéw zamknietych, tzn. takich

w ktorych N = const.

W zastosowaniu do uktadéw otwartych podstawowe rownanie termodynamiki ma
postagé:

dE = TdS — pdV + pudN, (2.2)
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gdzie p jest nowym parametrem intensywnym, ktéry, podobnie jak 71" i p, charakte-
ryzuje stan rownowagi ukladu termodynamicznego. Parametr ten, tj. u, nosi nazwe

potencjatu chemicznego.

W stanie réwnowagi termodynamicznej, gdy parametry intensywane charakte-
ryzujace uklad sa stale, tj. T,p,u = const, wtedy catkujac réwn. (2.2) dostajemy

wyrazenie na energie wewnetrzng:
E=TS —pV + uN + const. (2.3)

Wyrazenie to, zamiennie z réwn. (2.2), jest nazywane podstawowym réwnaniem ter-

modynamiki.

Zauwazmy, ze réwn. (2.2) mozna przepisa¢ w postaci:
1 D %
dS = —=dFE + =dV — =dN 2.4
7B+ TN, (2.4)

skad wynika, ze bedaca funkcja stanu entropia zalezy od ! E,V i N. Wynika stad
réwniez, ze gdybySmy znali matematyczne wyrazenie na entropie ukltadu termody-

namicznego 2, potrafilibyémy wyznaczyé jego temperature, cisnienie i potencjat che-

miczny:
1 S
i -~ 2.
T (8E>V,N’ 25)
P oS
Lt -~ 2.
T (8V>E,N’ (2:6)
oraz
B 55)
£ = <6N " (2.7)

lzauwazmy, ze entropia gazu doskonalego (1.36), o energii £ = %pV7 jest rzeczywiscie zalezna od

E, ViN;
2gdy zaczniemy zajmowaé sie fizyka statystyczna poznamy takie wyrazenie; nosi ono nazwe wzoru

Boltzmanna;
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2.2. Potencjal chemiczny

Rozwazmy uklad zamkniety (np. gaz doskonaly), ktéry ma temperature 7' i moze
oddzialywaé termicznie z otoczeniem o temperaturze T, # T. Intuicja podpowiada
nam, ze jesli T' < T,, wtedy cieplo przeplywa z otoczenia do ukladu (oczywiscie,
gdy T > T,, woéwcezas przeplyw ciepla ma przeciwny kierunek). Przeplyw ciepta trwa

dopéty, dopdki temperatury uktadu i otoczenia sg rézne.

Podrozdzial ten rozpoczeliSmy od przypomnienia pewnych intuicji zwiazanych z
pojeciem temperatury poniewaz potencjatl chemiczny w ukitadach otwartych, ktore
moga wymienia¢ czastki z otoczeniem, pelni podobna funkcje do tej, jaka odgrywa
temperatura w ukladach zamknietych, ktére moga wymieniaé ciepto z otoczeniem.
Méwiac doktadniej: Gdy potencjaly chemiczne uktadu, u, i otoczenia, pu,., réznig sie,
wowczas obserwujemy przeplyw czastek w kierunku mniejszego potencjatu 3. Z reguly,
kierunek ten jest zgodny z kierunkiem, w ktorym gestos$é czastek maleje. Te ceche

potencjalu chemicznego mozna tatwo sprawdzi¢ dla gazu doskonaltego.

chemical potential p

temperature T

Rysunek 2.1. Potencjal chemiczny gazu doskonatego.

3tak samo, jak podczas przeptywu ciepla z uktadu o wyzszej temperaturze do otoczenia o nizszej

temperaturze;
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Potencjal chemiczny gazu doskonalego jest réwny (patrz réwn. (2.7)):

oS N Ced/?

gdzie skorzystaliémy ze wzoru na entropie gazu doskonalego (1.36). Z réwn. (2.8)
wynika m.in., ze potencjal gazu doskonatego jest rosnaca funkcja gestosci gazu, n =
N/V, co pozwala wnioskowaé nt. kierunku ruchu czastek w ukladzie. Zauwazmy réw-

niez, ze réwn. (2.8) mozna zapisa¢ w postaci:

p= kT (nA}) (2.9)
gdzie A7 nosi nazwe termicznej dlugosé fali de Broglie’a:
065/2
3 _
Np = T (2.10)

7 parametrem Ay spotkamy sie jeszcze kilkakrotnie podczas kolejnych wykladow.
Zobaczymy wtedy, ze potencjal chemiczny jest wazna wielkoscia charakteryzujaca
gazy kwantowe. W gazach klasycznych, u jest mniejsze od zera i jest malejaca funkcja

temperatury (zob. rys. 2.1).

2.3. Druga zasada termodynamiki raz jeszcze

W podstawowym sformulowaniu, druga zasada termodynamiki (patrz str. 7) stwier-
dza, ze w stanie réwnowagi termodynamicznej, uklad izolowany cieplnie i zamkniety
maksymalizuje swojg entropie. Wszelkie procesy termodynamiczne zachodzace w ta-
kim uktadzie przebiegaja w kierunku wzrostu entropii uktadu. Innymi stowy, druga za-
sada termodynamiki okrela kierunkowo$é spontanicznych procesow termodynamicz-
nych w ukladach izolowanych. Precyzuje ona, ktére procesy moga zachodzi¢ (mowa
o tych procesach, w wyniku ktérych entropia uktadu roénie), a ktére sa niemozliwe

do zaobserwowania (to te, podczas ktérych entropia maleje) 4.

‘fizyka statystyczna traktuje te zasade w kategoriach rachunku prawdopodobienstwa; procesy, w
ktérych entropia uktadu izolowanego i zamknigtego roénie sg o wiele bardziej prawdopodobne niz te,

w ktérych entropia maleje;
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Podstawowe sformutowanie drugiej zasady termodynamiki nie méwi jednak nic nt.
zachowania sie ukltadéw, ktére moga wymienia¢ cieplo i/lub czastki z otoczeniem. Czy
dla takich uktadéw mozna sformutowaé zasade, podobng do zasady wzrostu entropii
w uktadach izolowanych, dzieki ktorej mozliwe byloby rozréznienie miedzy procesami
dozwolonymi i niedozwolonymi. Okazuje sie, ze tak. Szukana prawidtowo$¢ w prosty
sposob wynika z drugiej zasady dla uktadéw izolowanych, z tym, ze podstawows za-

sade nalezy zastosowac¢ do ukladu + otoczenie potraktowanych jako izolowana catosé.

W zastosowaniu do tak okreslonego ukladu izolowanego (= uklad + otoczenie),

zasada wzrostu entropii ma postac:
AS+ AS, >0, (2.11)

gdzie AS jest zmiang entropii uktadu, zas AS, jest zmiang entropii otoczenia. Zalez-
no$¢ (2.11) mozna przeksztalcié w nastepujacy sposéb: Zakladajac, ze otoczenie jest
znacznie wieksze od ukladu i ze jest ono w stanie réwnowagi, gdy T, pr, fbr = const,

z podstawowego rownania termodynamiki (2.2) wynika, ze
T.AS, = AE, + p. AV, — u.AN,.. (2.12)

Mnozac réwn. (2.11) przez T, a nastepnie podstawiajac do niego réwn. (2.12) i

uwzgledniajac, ze AE = —AE,, AV = —-AV, i AN = —AN,,, dostajemy:

T,AS — AE — p,AV + p, AN > 0. (2.13)

Powyzsza zaleznosé jest odpowiednikiem drugiej zasady termodynamiki dla ukta-

déw nieizolowanych i otwartych, tj. takich, ktére moga wymieniaé energie (w postaci

ciepla i/lub pracy) i czastki z otoczeniem:
AA =AE —T,AS + p,AV — u, AN < 0. (2.14)

Wedtug tej zasady, spontaniczne procesy termodynamiczne w ukladach oddziatujgcych
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z otoczeniem, przebiegajg w taki sposéb, by zmiana, AA, pewnej funkcji ®
A=FE-T.S+p.V — u.N, (2.15)

byla mniejsza od zera. Oznacza to, Ze w stanie rownowagi, gdy parametry ukiadu
(temperatura, objetosé i potencjal chemiczny) sq takie same, jak parametry otoczenia,

minimalizowana jest funkcja stanu ukladu zdefiniowana jako:

A=FE—TS+pV — uN. (2.16)

2.4. Energia swobodna Helmholtza

Zdefiniowana w poprzednim podrozdziale funkcja A (2.16) ma dosé¢ skomplikowana
postaé. Jest to spowodowane tym, ze zostala ona tam wyprowadzona w swojej naj-
bardziej ogdlnej postaci, jako funkcja wielu zmiennych. Na szczescie, w wiekszosci
interesujacych nas przypadkéw, tzn. na potrzeby konkretnych sytuacji termodyna-
micznych, postugujemy sie uproszczonymi postaciami tej funkcji. Na przyktad, gdy
badany uktad moze wymieniaé¢ z otoczeniem energie, przy zachowaniu statej objetosci
i liczby czastek (tzn. gdy w réwn. (2.14) wstawimy AV = 0 oraz AN = 0), wtedy
funkcja A upraszcza sie do tzw. energii swobodnej Helmholtza ©, ktéra oznacza sie

litera F'.

W takiej sytuacji, réwn. (2.14) przyjmuje postac:

AF = AE — T, AS, (2.17)

Sréwn. (2.16) dostajemy calkujac réwn. (2.14) przy zalozeniu p., Tr, pr = const;
62 energia swobodna Helmholtza spotkamy sie jeszcze w fizyce statystycznej, gdy bedziemy dys-

kutowaé tzw. kanoniczny rozktad prawdopodobienstw mikrostandw;
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za$ sama funkcja jest réwna (zob. réwn. (2.16)) :
F = E-TS (2.18)
= —pV + uN. (2.19)
7 poprzedniego podrozdzialu wiemy, ze w stanie rownowagi, funkcja F' badanego

uktadu ma warto$¢ minimalng. Jej rézniczka zupelna, tzn. bardzo mata zmiana tej

funkcji, jest réwna

dF = d(E-TS) (2.20)
= (TdS — pdV + pdN) — (TdS + SdT) (2.21)
—  SdT — pdV + pdN, (2.22)

skad wynika, ze naturalnymi zmiennymi energii swobodnej Helmholtza sa tempera-

tura, objetoéé i liczba czastek uktadu ”

F=F(T,V,N). (2.23)
Z réwnania (2.22) wynika réwniez, ze gdyby$my znali matematyczna postaé wyra-
zenia opisujgcego te funkcje stanu, to rézniczkujac je po odpowiednich zmiennych,

mogliby$my wyznaczyé entropie, ci$nienie i potencjal chemiczny badanego uktadu 8

(por. réwn. (2.5) - (2.7)):

p = <g€>m, (2.25)
yo= (‘;ﬁ)”. (2.26)

"te zmienne stanu sg doéé oczywiste: V, N sa warunkami narzuconymi na uktad, ktéry zgodnie z
przyjetymi zalozeniami ma stala objetos¢ i nie wymienia czastek z otoczeniem; zaleznosé stanu uktadu
od temperatury wynika natomiast z oddzialywania ukladu z otoczeniem o zadanej temperaturze

T="1T;

87 réwnan (2.24) - (2.26) korzystamy m.in., gdy w opisie termodynamicznych wtasnoéci uktadu
postugujemy sie tzw. rozkladem kanonicznym, ktéry jest jednym z trzech podstawowych rozktadow

fizyki statystycznej;
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2.5. Entalpia, energia swobodna Gibbsa, wielki potencjat

termodynamiczny

Przykltad 2.1 Entalpia jest funkcja stanu zdefiniowana jako

H = E+pV (2.27)

= TS+ uN. (2.28)

Gdybysémy dla entalpii wykonali dyskusje podobna do tej, jaka przeprowadzilismy dla
energii swobodnej Helmholtza, okazaltoby sie, ze jest ona funkcja stanu, ktéra osiaga
minimum w ukladach, ktére maja stala entropie (tzn. takich, ktdre sa izolowane
adiabatycznie i nie moga wymieniaé ciepla z otoczeniem) i stala liczbe czastek, ale

sg w kontakcie z otoczeniem o stalym cisnieniu i moga z nim wymieniaé¢ energie, np.

poprzez wykonanie pracy, w wyniku ktérej zmienia sie objeto$é¢ uktadu.

Roézniczka zupelna entalpii jest rowna:

dH = dE+pV)=... (2.29)

= TdS+ Vdp+ pdN, (2.30)
co oznacza, ze jej naturalnymi zmiennymi sg entropia, cinienie i liczba czastek:

H = H(S,p,N). (2.31)

Przykltad 2.2 Kolejna wazna funkcjg stanu jest energia swobodna Gibbsa:

G = E-TS+pV (2.32)
= uN, (2.33)
ktéra osigga minimum w réwnowagowych ukladach zamknietych, AN = 0, ktére

moga wymienia¢ energie (w postaci ciepla i pracy) z otoczeniem majacym zadana

(ustalona) temperature i ci$nienie.
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Roézniczka zupelna energii swobodnej Gibbsa jest réwna:

dG = d(E—-TS+pV)=... (2.34)

= —=S8dI'+ Vdp+ pdN, (2.35)
co oznacza, ze jej naturalnymi zmiennymi sa: temperatura, cisnienie i liczba czastek:

G = G(T,p,N). (2.36)

Przyktad 2.3 Ostatnia funkcja stanu, ktéra nalezy oméwié jest wielki potencjat

termodynamiczny:

® = E—TS—uN (2.37)

= pV. (2.38)

Funkcja ta osiaga minimum w stanie réwnowagi w uktadach, ktére moga wymie-
nia¢ cieplo i czastki z otoczeniem o ustalonej temperaturze i potencjale chemicznym.

Rézniczka zupelna wielkiego potencjatu termodynamicznego jest réwna:

dd = d(E—TS—uN)=... (2.39)

= —(8dT 4 pdV + Ndpu), (2.40)

co oznacza, ze jego naturalnymi zmiennymi sa: temperatura, objeto$é¢ i potencjal
chemiczny:

® = (T, V, p). (2.41)

Przyklad 2.4 Pokaz, ze ciepto zaabsorbowane przez uklad zamkniety w procesie
quasistatycznym zachodzacym pod stalym ciénieniem zewnetrznym, p,., jest réwne

zmianie entalpii tego uktadu.

Z podstawowego rownania termodynamiki dla uktadéw zamknietych, réwn. (2.1),
wynika, ze:

AE:EQ_El :Q—pr(‘/Q—Vl). (242)
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Przeksztalcajac powyzsza zaleznosé dostajemy wynik:

Q= (EQ +pr‘/2) — (El err‘/l) = Hy — H = AH. (2.43)

Przykltad 2.5 Pokaz, ze praca wykonana nad ukladem w odwracalnym procesie
izotermicznym, tj. T, = T = const (gdzie T, oznacza temperature otoczenia, zas T

temperature ukladu), jest rébwna zmianie energii swobodnej Helmholtza tego uktadu.

Z podstawowego rownania termodynamiki dla uktadéw zamknietych, réwn. (2.1),
wynika, ze:

AE:EQ—E1:Q+W:T(SQ—51)+W (2.44)

Przeksztalcajac powyzsza zaleznosé dostajemy wynik:

W = (Ey — TS,) — (B, — TSy) = F, — Fy = AF. (2.45)

2.6. Zasada pracy minimalnej, potencjaly termodynamiczne

Z pierwszej zasady termodynamiki (1.2) wynika, ze podczas dowolnego procesu ter-
modynamicznego (odwracalnego badZ nieodwracalnego), zmiana energii wewnetrznej

ukladu jest réwna

dE = dQ + dW + dZ, (2.46)

gdzie
dZ = pdN (2.47)

jest zmiana energii uktadu wynikajaca ze zmiany liczby czastek,
AW = —pdV +dW’, (2.48)

przy czym dW' oznacza prace, r6zng od objetoéciowej, jaka otoczenie musi wykonaé

nad uktadem, by zmienié¢ jego stan, zas

dQ = TdS — TdS; > TdS, (2.49)
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gdzie skorzystaliémy z réwn. (1.38) i (1.40). Podstawiajac (2.47), (2.48) oraz (2.49) do
réwn. (2.46), a nastepnie przeksztalcajac to réwnanie, dostajemy zaleznosé, z ktorej

wynika zasada pracy minimalnej:

dW' < dE — TdS + pdV — udN. (2.50)

Zasade wyrazona przez (2.50) mozna réwniez zapisa¢ w postaci:
W' < AE — TAS + pAV — uAN. (2.51)

Z powyzszej zaleznosci wynika, ze aby zmienié stan ukiadu z A do B, ktdrej to
zmianie odpowiada zmiana energii wewnetrznej: AE = Eg — E4, zmiana entropii:
AS = Sp — S4, oraz odpowiednie zmiany objetosci ukladu i liczby czqstek, nalezy
wykonaé prace wiekszq bgdZ réwng W'. Minimalng warto$é tej pracy, réwng prawej
stronie wyrazenia (2.51), uzyskujemy podczas proceséw odwracalnych. Gdy procesy
majqg charakter nieodwracalny, aby uzyskacé porzgdang zmiane stanu trzeba wykonac

wiekszq prace.

Podobienstwo prawej strony wyrazenia (2.51) do réwn. (2.14) nie jest przypad-
kowe. Mozna pokazaé, ze w zaleznosci od warunkéw zewnetrznych (np. T,V, N =
const), praca minimalna W' jest réwna zmianie odpowiedniej funkeji stanu uktadu:
F,H,G lub ®. Z tego powodu, przez analogie energii potencjalnej w mechanice kla-

sycznej, wymienione funkcje stanu nazywamy potencjatlami termodynamicznymi.
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2.7. Pytania kontrolne

1. Oméw podstawowe réwnanie termodynamiki dla uktadéw, ktére moga wymie-

niaé czastki z otoczeniem.

2. Omoéw druga zasade termodynamiki uktadach, ktére nie moga wymieniaé ener-

gie (w postaci ciepta i/lub pracy) oraz czastki z otoczeniem.

3. W jaki sposéb pojecie potencjal termodynamiczny wiaze si¢ z zasada pracy

minimalnej?

2.8. Przykladowe zadania

1. Pokaz, ze praca wykonana nad ukladem w odwracalnym procesie izotermicznym
T, =T = const (T, oznacza temperature otoczenia, za$ T temperature ukladu)

jest rowna zmianie energii swobodnej Helmholtza tego uktadu.

2. Energia swobodna Helmholtza jest zdefiniowana jako F' = E — T'S. Wyznacz

rézniczke zupelng tego potencjatlu termodynamicznego.

3. Wielki potencjal termodynamiczny jest zdefiniowany jako ® = E — TS + ulN.
Wyznacz rézniczke zupelna tego potencjatu termodynamicznego i wykorzystaj
ja do znalezienia minimalnej pracy, jaka w warunkach T,V u = const nalezy

wykonaé by stan ukladu zmieni¢ z A na B.



Rozpziatr 3

Elementy rachunku
prawdopodobienstwa i kombinatoryki

w fizyce statystycznej

3.1. Termodynamika vs fizyka statystyczna

Caly otaczajacy nas Swiat, wszystko co postrzegamy przy pomocy naszych zmystow,

sktada sie z przedmiotow makroskopowych, tj. takich, ktérych rozmiary sg olbrzy-

mie w poréwnaniu z rozmiarami atoméw. Na przyklad, w warunkach normalnych
lecm? dowolnego gazu zawiera okoto 10! czasteczek. Gdybyémy chcieli éledzié¢ ruch
wszystkich tych czasteczek, stosujac mechanike Newtona musieliby$my rozwiazaé 10'?
rozniczkowych réwnan ruchu. Jest to zadanie karkotomne, ktére jeszcze przez wiele
lat bedzie przekraczato mozliwosci najszybszych komputeréw. Z drugiej strony, nawet
gdybysmy potrafili to zrobi¢, wyniki uzyskane na gruncie termodynamiki sugeruja,
ze nasz wysilek bylby raczej bezuzyteczny. Dlaczego bezuzyteczny? Dlatego, ponie-
waz zachowanie sie pojedynczej czastki nie moze mie¢ wplywu na wtasnosci calego
uktadu. Gdyby byto inaczej, termodynamika fenomenologiczna, ktora opiera sie na
podejsciu makroskopowym, w ktorym uzywa sie zaledwie kilku, tatwo mierzalnych
makroskopowych wielkoéci, nie miataby racji bytu. Poniewaz jednak termodynamika

dobrze radzi sobie z opisem termicznych wtasnosci gazow, cieczy i cial statych, stanowi



3. Elementy rachunku prawdopodobienstwa i kombinatoryki
38 w fizyce statystycznej

to wazny argument wskazujacy na prawdziwos¢ hipotezy mowiacej o tym, ze szcze-

g6ty mikroskopowego zachowania sie pojedynczych czastek sg nieistotne '. Wazne

jest typowe (tj. Srednie) zachowanie sie tych czastek i wynikajacy z tego zachowania

statystyczny (tj. oparty na rachunku prawdopodobienstwa) opis wlasnosci badanych

ukladéw.

Statystyczny opis makroskopowych uktadéw fizycznych opiera sie na podejéciu
mikroskopowym, w ktérym uzywa sie wielkosci o pierwotnym znaczeniu fizycznym,
takich jak predkosé, ped, czy energia czastki. Celem tego opisu nie jest znalezienie
konkretnych wartosci tych wielkosci dla i-tej czastki, ale znalezienie ich rozkladéw

prawdopodobienstw oraz réznych wielkosci uérednionych po tych rozktadach i cha-

rakteryzujacych cala zbiorowosé czastek 2. Dzial fizyki teoretycznej stosujacy taki
opis nazywa sie fizyka statystyczng. Inaczej méwiac, fizyka statystyczna wigze stany
mikroskopowe uktadu fizycznego (tzw. mikrostany) z jego wlasno$ciami makroskopo-
wymi (z tzw. makrostanami) i wykorzystuje do tego celu metody probabilistyczne.
Zanim jednak oméwimy metody wypracowane przez fizyke statystyczng i zastosujemy
je do konkretnych uktadéw, zapoznamy sie z najbardziej podstawowymi pojeciami fi-
zyki statystycznej, rachunku prawdopodobienstwa i kombinatoryki oraz pokazemy,

w jaki sposéb mozna je zastosowaé¢ w pewnych prostych problemach fizycznych.

3.2. Podstawowe pojecia fizyki statystycznej

e Makrostanem, I', nazywany stan uktadu fizycznego jako catosci, okreslony przez
podanie wartosci réznych wielkosci fizycznych mierzonych na poziomie makro-

skopowym. Takimi wielkosciami moga by¢, na przyklad: ci$nienie, temperatura,

!stwierdzenie to jest prawdziwe w interesujacych nas jednorodnych uktadach fizycznych, takich
jak typowe gazy, ciecze i ciata stale; nie zawsze jest ono jednak prawdziwe w tzw. ukiadach ztozonych
(ang. compler systems); przykladami takich ukladéw sg sieci bezskalowe, takie jak Internet, sie¢

potaczen lotniczych i wigkszoséé sieci spotecznych;
2z0b. np. réwn. (1.6)
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energia wewnetrzna, wektor magnetyzacji.

e Mikrostan, €2, uktadu, w przeciwienstwie do makrostanu, jest zdefiniowany na
poziomie mikroskopowym, poprzez podanie stanu wszystkich czastek tworza-
cych badany ukiad. Oczywiscie, stan tych czastek okresla sie w sposéb odpo-
wiedni dla przyjetego modelu fizycznego, ktéry moze byé¢ zgodny z mechanika

klasyczng lub kwantowa.

e 7Zbiér wszystkich mikrostanéw, {2}, ukladu fizycznego tworzy jego przestrzen

stanéw lub przestrzen fazowa. W tej przestrzeni, makrostany sa reprezentowane

przez zbiory punktéw, ktore odpowiadaja mikrostanom majacym okreslone ce-

chy makroskopowe.

e Mikroskopowy stan ukladu fizycznego moze zmieniaé si¢ (méwimy: ewoluowad)
w czasie:

Q= Q(t). (3.1)

Taka ewolucje mozna przedstawié¢ graficznie w postaci zbioru punktéw w prze-

strzeni stanéw. Sekwencja mikrostanow, ktore badany uktad przyjmuje w czasie

obserwacji tworzy trajektorie fazows 3.

e Chwilowa warto$¢ dowolnej wielkosci fizycznej X (np. energii wewnetrznej) cha-

rakteryzujacej rozwazany uktad, zalezy od mikrostanu uktadu w danej chwili:
X(t) =X (221)). (3.2)

Przy pomiarze tej wielkosci fizycznej, ktory trwa zwykle pewien czas 7, otrzy-
mujemy wynik (X) bedacy usrednieniem tej wielkosci po pewnym odcinku tra-

jektorii fazowej. Mozna to zapisa¢ w nastepujacy sposéb:

(X)=  lim L3 X(QAD) = 1/OTX(Q(t))dt. (3.3)

n—oo, At—0 N =1 T

3badania przebiegu trajektorii fazowej uktadu pozwalaja znalezé jego podstawowe wlasnosci dyna-
miczne; wiele metod takich badan zostalo opracowanych w zwigzku z badaniem tzw. dynamicznych

uktad6éw nieliniowych i ich chaotycznym zachowaniem:;
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Niestety, powyzszy wzor ma jedynie charakter pogladowy poniewaz wykonanie
catkowania opisanego réwn. (3.3) jest z reguty bardzo trudne. Z tego powodu
opracowano inny sposob znajdowania $rednich wartosci réznych wielkosci ma-
kroskopowych charakteryzujacych uktady fizyczne w stanie rownowagi. Sposéb
ten wiaze sie bezposrednio z idea tzw. zespotu statystycznego, ktérg omawiamy
ponizej.

o W rownowagowej fizyce statystycznej zamiast zajmowaé sie pojedynczym ukta-
dem A, rozwazamy zbiér sktadajacy sie z bardzo duzej liczby N ukladéw, ktére
sq do siebie podobne *. Méwigc o podobienstwie uktadéw mamy na myéli to, ze
kazdy z nich spelnia te same warunki, ktére wg naszej wiedzy sa spelnione przez
uklad A. Oznacza to, ze kazdy uklad z tego zbioru zostal przygotowany w taki

sam sposob co uktad A i ze wykonujemy na nim takie samo doswiadczenie, jakie

wykonujemy na ukladzie A. Taki zbiér nosi nazwe zespotu statystycznego.

e Dysponujac zespolem statystycznym zdefiniowanym jak wyzej mozemy postawié
pytanie: W ilu uktadach wchodzacych w sktad tego zespolu otrzymamy okre-
$long warto$¢ wielkosci X . Dla ustalenia uwagi zalézmy, ze sposréd N uktadéw

zespolu zostata ona zaobserwowana w Ny uktadach. Wtedy utamek

_ Nx
==,

ktéry mozna uzyskaé w wyniku obserwacji zespolu interpretujemy jako prawdo-

P(X) gdzie N — oo, (3.4)

podobienstwo wystapienia wyniku X w pojedynczym ukladzie A.

Znajac prawdopodobienstwo P(X) (3.4) mozemy tatwo wyznaczy¢ $rednig wa-

zong wielkoéci X w badanym zespole:
(X)=> XP(X). (3.5)
X

Srednia ta nosi nazwe Sredniej po zespole. Réwnosé sredniej po zespole, réwn. (3.5),

i Sredniej po czasie, réwn. (3.3), jest jednym z podstawowych postulatéw fizyki statystycznej.

4w zasadzie wyobrazamy sobie, ze N jest dowolnie duze, tzn. N' — oo;
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e W koncu zauwazmy, ze poniewaz chwilowa warto$¢ wielkosci X (3.2) zalezy
od mikrostanu €2, w jakim przebywa badany uktad, oznacza to, ze Srednig po
zespole wyrazona réwn. (3.5) mozna réwniez traktowaé jak srednia po mikro-
stanach. Wyprzedzajac nieco wylozony w dalszej czedci tego rozdziatu materiat
dotyczacy podstawowych pojeé¢ rachunku prawdopodobienstwa, mozna powie-
dzieé, ze: jedli mikrostany maja charakter dyskretnych zmiennych losowych °,

wtedy wyrazenie (3.5) mozna przepisa¢ w postaci:

(X) =) X(Q)P(Q), (3.6)

Qel’

gdzie P(Q) jest rozkladem prawdopodobienstwa mikrostanéw badanego uktadu,
za$ I" jest zbiorem dostepnych mikrostanéw. Gdy natomiast mikrostany sa cig-

glymi zmiennymi losowymi ¢, wtedy $rednia po zespole jest réwna
(X) = / X(Q)P(Q)d9, (3.7)
r
gdzie P(Q) jest odpowiednia funkcja gestosci prawdopodobienstwa.

e Wyznaczenie rozkladéw prawdopodobienstw mikrostanéw, P(€2), opisujacych

rézne uktady fizyczne jest podstawowym celem fizyki statystycznej.

3.3. Przestrzen stanéw: przyktady

Przyktad 3.1 Klasyczny gaz doskonaly. W przypadku czastki klasycznej okreslenie

jej stanu fizycznego polega na podaniu wektora polozenia, ¥ = [z, y, z], i wektora pedu

—

P = [Pz, Py, Pz]- Z tego powodu mikrostan klasycznego gazu doskonalego zlozonego z

N czastek okredla sie podajac 6N liczb (dla kazdej czastki nalezy podaé 3 wspélrzedne

Spatrz Przyktad 3.2, str.42;
Spatrz Przyktad 3.1, str.41;
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polozenia i 3 sktadowe wektora pedu):
Q = {FlaFQ"',FNvﬁlvﬁQ"'>ﬁN} (38)
= {xhylazl <« sy TNyYN,ZNsPx1sPy1sPzy - - - aprapyNapzN}-

Przykladowym makrostanem gazu doskonalego moze byé makrostan, w ktérym gaz

ma okre$long warto$é¢ energii wewnetrznej E = const. Makrostan taki:
' ={Q}g, (3.9)

jest reprezentowany przez zbiér mikrostanéw, dla ktérych spetlniony jest warunek:

N
> (p2 49 + %) = 2mE, (3.10)
=1

gdzie py, =pz,(Q), Dy, =Dy, (Q) oraz p,, =p., (), zas m jest masa pojedynczej czastki.

Przyktad 3.2 Prosty model paramagnetyka. Teoretyczne modele paramagnetyzmu

zakladaja, ze paramagnetyczne atomy maja wlasne momenty magnetyczne [i; o war-
tosci |ji;| = o, ktére nie oddziatuja ze soba 7. Zewnetrzne pole magnetyczne, B,
przeciwdziala beztadnemu, cieplnemu ruchowi tych momentéw i dazy do uporzadko-

wania ich kierunkéw zgodnie z polem.

W najprostszych modelach magnetyzmu zaklada sie, ze pojedyncze momenty
moga ustawic¢ sie tylko w dwéch kierunkach: w kierunku zgodnym z polem zewnetrz-
nym i przeciwnie do pola. W dalszej czesdci tego wykladu pokazemy, ze juz w takim
najprostszym modelu jest spelnione prawo Curie-Weissa, méwigce o tym, ze w pa-

ramagnetykach wektor magnetyzacji, M, jest proporcjonalny do zewng¢trznego pola

i odwrotnie proporcjonalny do temperatury: M~ B JT.

We wspomnianym, najprostszym modelu, mikroskopowy stan paramagnetyka okre-

§la sie podajac kierunki wszystkich momentéw magnetycznych:

Q= {s1,52,...,5N}, (3.11)

"brak oddzialywania miedzy momentami magnetycznymi oznacza, ze stan jednego momentu nie

ma wplywu na stan innych, w szczegélnosci sasiednich, momentéw;
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gdzie
s; = +1 (3.12)
nosi nazwe zmiennej spinowej lub krétko spinu . Przykladowym makrostanem tego

uktadu jest zbior wszystkich mikrostanéw, w ktérych magnetyzacja, zdefiniowana jako

sumaryczny moment magnetyczny uktadu spinéw,

N N
M=> pi=p) si (3.13)
i=1 i=1
ma okredlong wartosc, tj.
INVIERIVSVE (3.14)

3.4. Podstawy rachunku prawdopodobienstwa

3.4.1. Podstawowe pojecia

Omowione w poprzednim podrozdziale pojecia mikrostanu, makrostanu i przestrzeni
stanéw mozna bezposrednio powigzaé z podstawowymi pojeciami rachunku praw-

dopodobienstwa. I tak, mikrostany to po prostu zdarzenia elementarne, tzn. takie

zdarzenia, ktorych nie da sie roztozy¢ na prostsze. Pojecie makrostanu odpowiada na-

tomiast pojeciu zdarzenia losowego. Zdarzenie losowe laczymy zazwyczaj z wynikiem

pewnej obserwacji lub dos§wiadczenia (np. wyrzucenie doktadnie szesciu oczek w rzucie
kostka do gry, uzyskanie co najmniej jednego orta w trzykrotnym rzucie moneta lub
ustawienie wiekszosci momentéw magnetycznych w paramagnetyku w kierunku prze-
ciwnym do zewnetrznego pola magnetycznego). W konicu, przestrzen standw ukladu

fizycznego bezposrednio odpowiada przestrzeni zdarzen elementarnych.

8w tym wypadku notacja wektorowa jest zbedna; w mikrostanie (3.11), dla B > 0, i-ty moment
magnetyczny ma kierunek zgodny z kierunkiem zewnetrznego pola magnetycznego, gdy jego zmienna

spinowa s; = +1; gdy s; = —1 wtedy kierunek i-tego momentu jest przeciwny do tego pola;
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W dalszej czesci tego rozdziatu przedstawimy kilka formalnych definicji z rachunku
prawdopodobienistwa i kombinatoryki matematycznej, ktore sa przydatne w fizyce

statystycznej ?. Wiekszo$é pojeé zostanie zilustrowana przyktadami.

Definicja 3.1 Niech {Q} bedzie ustalonym zbiorem zdarzeri elementarnych (zbior
taki nazywamy réwniez przestrzeniq zdarzen elementarnych). Zdarzeniami losowymi

nazywamy podzbiory zbioru {Q}, ktére tworza rodzine (tj. zbiér zbioréw) G taka, ze

i. ¥ € g, gdzie @ oznacza zbiér pusty,
ii. jezeli A€ G, to A={Q}N\A€g,

iii. jezeli V;A; € G, to AyUAU---UA, €3G.

Prosty przyktad 1: Rzucamy jeden raz moneta. Mozliwe wyniki pojedynczego

rzutu to: orzet O i reszka R. Oznacza to, ze zbiorem zdarzen elementarnych jest
{Q} = {0, R}, a zbiér mozliwych zdarzen losowych (tj. zbiér wszystkich podzbioréw
zbioru {2}) ma postaé: G = {{Q},0, R, @}.

Prosty przyktad 2: Rzucamy moneta do chwili pojawienia si¢ orta. Przestrzen zda-

rzeh elementarnych jest zbiorem o nieskoniczonej, ale przeliczalnej 'V liczbie elemen-
téw: {Q} = {0, RO, RRO, RRRO, ...}. Wéréd elementéw zbioru G sa takie zdarzenia
losowe jak: A, - liczba reszek poprzedzajacych pojawienie sie orla jest wieksza od n,

B,, - liczba reszek w zdarzeniu elementarnym jest podzielna przez n, itd.

Definicja 3.2

9nie wszystkie z podanych definicji zostana uzyte sie w dalszej cze$ci wyktadu; podanie tych
definicji w takim zakresie, jak zostalo to zrobione w tym skrypcie uwazam jednak za wazne, poniewaz
w przyszlosci moga sie one przydaé tym studentom, ktérzy zechca kontynuowaé nauke na drugim

stopniu studiéw na dowolnym kierunku technicznym, Scistym lub przyrodniczym:;
10 przeliczalna liczba elementéw oznacza, ze element6w jest nie wiecej niz liczb naturalnych;
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ii.

iii.

iv.

vi.

vii.

viii.

Zdarzeniem przeciwnym A do zdarzenia A nazywamy zdarzenie polegajace na

tym, ze nie zachodzi zdarzenie A, tzn. A = {Q}\ A.

Zdarzeniem pewnym jest zdarzenie, ktére zawiera wszystkie elementy prze-

strzeni zdarzen elementarnych.
Zdarzenie niemozliwe to takie, ktore nie moze zaj$¢. Odpowiada mu zbior &.

Moéwimy, ze zdarzenie A pocigga za sobg zdarzenie B, gdy z zajScia zdarzenia

A wynika zajScie zdarzenia B.

Sumq zdarzen A1, As, ... A, nazywamy zdarzenie polegajace na zajsciu co naj-

mniej jednego z nich, czyli odpowiadajace sumie zbioréw:
AiUAU---UA, = UA"

lloczynem zdarzen Aq, Ao, ... A, nazywamy zdarzenie polegajace na jednocze-

snym zajSciu wszystkich wymienionych zdarzen i oznaczamy je:

AlﬂAgﬂ'--ﬂAn:nAi.
=1

Zdarzenia A i B nazywamy wykluczajgcymsi sie, jezeli ich iloczyn jest zdarzeniem

niemozliwym, tzn.

ANB=o.

Réznicg zdarzeri A i B nazywamy zdarzenie polegajace na zajéciu zdarzenia A

i nie zajiciu zdarzenia B. Réznica zdarzen spelnia ponizsza zaleznos¢:

A\B = A\(AN B). (3.15)

Prosty przyktad: Niech A i B beda dowolnymi zdarzeniami losowymi. Za pomoca

A, B, A, B i odpowiednich dzialan na zbiorach zapisz nastepujace zdarzenia: Spoéréd

zdarzen A1 B:
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i. zaszlo co najmniej jedno,
ii. zaszly oba,
iii. zaszto tylko zdarzenie A,
iv. zaszto doktadnie jedno zdarzenie, ale nie wiadomo ktore,
v. nie zaszlo zadne ze zdarzen.
Rozwiazanie:
i. zaszto A lub zaszlo B, tzn. AU B,
ii. zaszlo A i zaszlo B, tzn. AN B,
iii. zaszlo A i nie zaszlo B, tzn. AN B,

iv. zaszto A i nie zaszlo B lub zaszlo B i nie zaszto A, tzn. (AN B) U (BN A),

v. nie zaszto A i nie zaszlo B, tzn. AN B = {Q}\(4A U B).

3.4.2. Definicja prawdopodobienstwa

Istnieje wiele réznych definicji prawdopodobienstwa. Ponizej przytoczymy dwie naj-

prostsze, ktore nie wymagaja wprowadzenia nowych poje¢ matematycznych.

Definicja 3.3 Klasyczna definicja prawdopodobienistwa dla jednakowo praw-
dopodobnych zdarzen elementarnych. Niech przestrzen {Q} sklada sie ze skon-
czonej liczby zdarzen elementarnych i zajscie kazdego z nich jest jednakowo mozliwe.

Jesli

i. N4 jest liczbg zdarzen elementarnych sprzyjajacych zaj$ciu zdarzenia A, za$

ii. AV jest liczbg wszystkich zdarzen elementarnych,
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to prawdopodobieristwem zdarzenia A nazywamy liczbe 11:

P(A) =24, (3.16)

Definicja 3.4 Przestrzeniq probabilistyczng nazywamy tréjke postaci:
({Q},6.P), (3.17)

gdzie {Q} jest zbiorem zdarzen elementarnych, G oznacza zbioér zdarzen losowych, a

P jest prawdopodobienstwem okreslonym dla wszystkich elementéw zbioru G.

Prosty przyktad 1: W pojedynczym rzucie moneta mamy: {2} = {O,R} i G =

{{Q},0, R, @}. Jesdli moneta jest symetryczna wtedy prawdopodobienstwo kolejnych
zdarzeti losowych jest réwne: P({Q2})=1, P(O)=P(R)=3, P(@)=0.

Prosty przyktad 2: W pojedynczym rzucie kostka do gry przestrzenia zdarzen

elementarnych jest zbiér: {Q} = {Q1,Qq,...,Q6}, gdzie Q,, oznacza wyrzucenie n
oczek. Jesli kostka jest symetryczna wtedy wszystkie zdarzenia elementarne maja ta-
kie samo prawdopodobienstwo: P(,) = %. Przyktadowym zdarzeniem losowym w
tym do$wiadczeniu moze by¢ zdarzenie A, = {Qp41, ..., 2} odpowiadajace wyrzu-
ceniu liczby oczek wickszej od n. Prawdopodobienstwo takiego zdarzenia jest réwne
P(A,) = 1 — % (3.16), poniewaz liczba zdarzen elementarnych sprzyjajacych temu

zdarzeniu jest réwna N4, = 6 —n, a liczba wszystkich zdarzen elementarnych wynosi

N =6.

W definicji 3.3 poczyniliémy zalozyliSmy, ze wszystkie zdarzenia elementarne w
zbiorze {Q} sa jednakowo prawdopodobne. Nie zawsze jednak to zalozenie jest praw-
dziwe. Na przyktad, w powyzszych przyktadach moglibySmy mie¢ do czynienia z nie-
symetryczna moneta i z kostka do gry majaca obciazone $cianki. W takich sytuacjach,

zamiast postugiwaé sie definicja 3.3 postugujemy sie ogélniejsza definicja:

Hpor. réwn. (3.4);
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Definicja 3.5 Uogoélnienie klasycznej definicji prawdopodobienstwa na zda-
rzenia elementarne réznoprawdopodobne. Niech przestrzen zdarzen elementar-
nych sklada sie ze skonczonej liczby wzajemnie wykluczajacych sie zdarzen: {2} =
{Q1,Q0,....,Qx}, przy czym prawdopodobienstwa kazdego z tych zdarzen wynosza

odpowiednio:
P() =p1, P(Q2) = po, cee P(Qy) = pn- (3.18)

Prawdopodobiefistwo dowolnego zdarzenia losowego A = {2, Q,,...8%, } jest w tej

przestrzeni probabilistycznej réwne
k
P(A) =Y pi,. (3.19)
j=1

Prosty przyktad: Wedtug rozkladu pociag z Warszawy do Krakowa odjezdza z

Dworca Centralnego o godz. 10.00. Mozna zadaé pytanie: Jaka jest szansa, ze pociag
odjedzie z Warszawy bez opdznien? lub Jaka jest szansa, ze opOznienie nie bedzie
wieksze niz 15 min. W tej sytuacji, gdy opdznienie pociagu liczymy w minutach,
przestrzen zdarzen elementarnych ma postaé: {Q} = {Qo, 1, Qo, ..., L0, Qo1 -},

gdzie ), oznacza, ze pociagg ma n minut op6znienia. Naturalnym jest oczekiwanie, ze

P(Q1) # P(Q61).

Definicja 3.6 Aksjomatyczna definicja prawdopodobienstwa wg Kolomo-
gorowa, 1931; Niech {2} bedzie przestrzenia zdarzen elementarnych, a G zbiorem
zdarzen losowych 2. Prawdopodobieristwem nazywamy funkcje P : G — R, ktoéra

przypisuje zdarzeniom liczby rzeczywiste, taka ze

i. dla kazdego A € G zachodzi 0 < P(A) < 1,

i, P{Q}) =1,

2patrz Definicja 3.1;
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iii. jezeli dla dowolnych i # j mamy A; N A; = &, wéwczas 13

P <U Ai> =Y P(4). (3.20)

3.4.3. Elementarne wtasno$ci prawdopodobienstwa
7 podanych definicji prawdopodobienstwa wynika, ze ma ono nastepujace wlasnosci:
i. Prawdopodobienstwo zdarzenia niemozliwego wynosi 0:
P(z)=0. (3.21)
ii. Prawdopodobienstwo dowolnego zdarzenia jest nie wigksze od 1:
P(A) < 1. (3.22)
iii. Jezeli zdarzenie A pociaga zdarzenie B, tzn. A C B (A jest podzbiorem B), to:
P(A) < P(B). (3.23)
iv. Prawdopodobienstwo réznicy zdarzen wyraza si¢ wzorem (zob. réwn. (3.15)):
P(B\A) = P(B)— P(ANB). (3.24)
v. Jezeli zdarzenie A pocigga zdarzenie B, A C B, wtedy:
P(B\A) = P(B) — P(A). (3.25)

vi. Prawdopodobiefistwo sumy dwoch zdarzen jest réwne:

P(AUB)=P(A)+ P(B)— P(ANB). (3.26)

Bwarunek (3.20) oznacza, ze dla ciagu parami wykluczajacych sie (roztacznych) zdarzen, prawdo-

podobienistwo sumy zdarzen jest réwne sumie ich prawdopodobienistw;
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vii. Gdy zdarzenia A i B wykluczaja sie wzajemnie, tzn. ANB=g (tj. P(ANB)=0),

wtedy z poprzedniej wlasnosci wynika, ze (zob. réwn. (3.20))

P(AuB)=P(A)+ P(B). (3.27)

viii. Suma prawdopodobienstw zdarzen przeciwnych jest réwna jednoéci:

P(A)+P(A) =1. (3.28)

Prosty przyktad 1: Niech P(A) = %, P(B) = % Czy zdarzenia A i B moga sie

wykluczaé?

Rozwiazanie: Zdarzenia wykluczajace si¢ spelniaja réwn. (3.27). Podstawiajac do
tego réwnania prawdopodobienstwa podane w tym przykladzie dostajemy: P(A U
B) = % > 1, co jest sprzeczne z réown. (3.22). Oznacza to, ze zdarzenia A i B nie

moga sie wykluczac.

Prosty przyktad 2: Opiekun roku ocenia szanse studenta na zdanie wymaganych

egzaminéw: z Matematyki i z Podstaw Fizyki. Wiadomo, ze egzamin z Matematyki
poprzednio zdato 80% zdajacych, wiec prawdopodobienstwo zdania tego egzaminu
mozna oceni¢ na 0, 8. Na podstawie wynikéw z poprzednich lat, wiadomo jeszcze, ze
szansa zdania co najmniej jednego egzaminu wynosi 0,9, a obydwu: 0,5. Jakie jest

prawdopodobienstwo zdania egzaminu z Podstaw Fizyki.

Rozwiazanie: Niech M oznacza zdarzenie polegajace na tym, ze losowy student
zdal egzamin z Matematyki, a F' niech oznacza zdarzenie odpowiadajace zaliczeniu

Podstaw Fizyki. Z réown. (3.26) dostajemy:

P(F)=P(MNF)+P(MUF)— P(M)=0,8.

Prosty przyklad 3: Zwirek i Muchomorek chodzg na wyklad z Elementéw Fizyki

Statystycznej. Zwirek chodzi na co drugi wyklad. Muchomorek opuszcza tylko 10%
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wykladéow. Wiadomo réwniez, ze na 45% wykladéw sa obecni obydwaj. Oblicz praw-

dopodobienstwo, ze:
i. choé¢ jeden z nich jest na wyktadzie,
ii. dokltadnie jeden z nich jest na wyktadzie,
iii. zaden z nich nie jest obecny na wyktadzie.

Rozwiazanie: Niech Z oznacza zdarzenie polegajace na tym, ze Zwirek jest na
wyktadzie, za§ M niech oznacza, ze Muchomorek jest na wyktadzie. Z tresci przyktadu

wynika, 7e P(Z) = 0,5, P(M) =0,9i P(Z 1 M) = 0,45.
i. Z réwn. (3.26) mamy: P(Z U M) = 0,95.

ii. Zdarzenie to mozna zapisaé jako C' = (ZUM)\(ZNM). Poniewaz dla dowolnych
zbioréw Z i M mamy Z N M C Z U M, dlatego z réwn. (3.25) wynika:

P(C)=P(ZUM)—P(ZNM)=0,95—0,45=0,5.

iii. Zdarzenie to odpowiada zdarzeniu C = Z N M = {Q}\(Z U M). Korzystajac

z réwn. (3.25) dostajemy:

P(C)=P({Q}) = P(ZUM)=1-0,95=0,05.

3.4.4. Prawdopodobienstwo warunkowe, zdarzenia niezalezne

W tym podrozdziale podamy dwie wazne definicje teorii prawdopodobienstwa: defini-

cje prawdopodobienstwa warunkowego oraz definicje zdarzen niezaleznych. W wielu

modelach zdarzen losowych, przykladem ktérych sa modele wykorzystywane przez
firmy ubezpieczeniowe do szacowania ryzyka zaistnienia okreslonych zdarzen, wszel-
kie okolicznosci, ktore moga mie¢ wplyw na te zdarzenia sa brane pod uwage. To
dlatego kwestionariusze firm ubezpieczeniowych sg tak bardzo szczegdtowe: Ich celem

jest uzyskanie jak najwiekszej ilosci informacji, ktére powinny byé¢ wziete pod uwage
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podczas ustalania wysokosci sktadki ubezpieczenia. Na przyktad, gdy chcemy ubez-
pieczy¢ dom na wypadek powodzi, bedzie miato znaczenie, jak czesto w okreslonym
miejscu wystepuje zagrozenie powodzia. Gdy zechcemy wykupié¢ ubezpieczenie zdro-
wotne na wypadek zachorowania na okreslona chorobe, bedzie mialo znaczenie, czy
w naszej rodzinie ktos chorowal na te chorobe i czy charakter wykonywanej przez nas

pracy sprzyja zachorowaniu.

Jesli wynik jednego zdarzenia nie ma wplywu na zajécie drugiego, o takich zdarze-
niach moéwimy, ze sa niezalezne. W rownowagowej fizyce statystycznej, idea zdarzen
niezaleznych jest na przyklad wykorzystywana podczas badania uktadéw sktadaja-
cych sie z nieoddzialujacych ze soba czastek (podukladéw). Przykladami takich ukla-

dow sa gaz doskonaly oraz krysztal paramagnetyczny.

Definicja 3.7 Prawdopodobieristwo warunkowe, P(A|B), zajscia zdarzenia A pod
warunkiem, ze zaszlo zdarzenie B definiuje sie jako iloraz prawdopodobienstwa ilo-

czynu zdarzen A N B przez prawdopodobienstwo zdarzenia 4 B:

P(ANB)
P(AIB) = ————= 2
Mozna pokazaé, ze P(A|B) = 1 — P(A|B).
Definicja 3.8 Mowimy, ze zdarzenia A i B sa niezalezne, gdy
P(AnB)=P(A)P(B). (3.30)

Powyzsza r6wno$é nie wyklucza sytuacji, gdy P(A) = 0 lub P(B) = 0. Gdy natomiast
P(A) > 0i P(B) > 0 wtedy z definicji prawdopodobienstwa warunkowego dla zdarzen

niezaleznych dostajemy nastepujace rownania:
P(A|B) = P(A) oraz P(B|A)=P(B), (3.31)

ktore stanowia warunek konieczny i dostateczny niezaleznoéci zdarzen A i B.

Y piszac wzér (3.29) zawsze milczaco zaktadamy, ze P(B) > 0;
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Definicja 3.9 Moéwimy, ze zdarzenia Aq, Ao, ... A, sg niezalezne, gdy

dla kazdego m < n i kazdego m-wyrazowego rosnacego ciagu liczb naturalnych

1< il,ig,...,im<n.

Prosty przyktad 1: Wykonano trzy rzuty moneta, podczas ktérych otrzymano nie-

parzysta liczbe ortéw (zdarzenie B). Jaka jest szansa, ze wypadly dokladnie 3 orly

(zdarzenie A)?

Rozwigzanie: Wiemy, ze uzyskano nieparzysta liczbe ortéw. Oznacza to, ze spo-
$réd 8 zdarzen elementarnych 4 sprzyjaja zdarzeniu B: (0,0, O), (O, R, R), (R,O, R)
i (R,R,0). Zdarzeniu A N B sprzyja tylko jedno sposr6d wymienionych zdarzen:
(0,0, 0). Dlatego:

P(AIB) = i

Oczywiscie, powyzszy wynik mozna réwniez uzyskaé korzystajac bezposrednio ze

wzoru (3.29), gdzie P(B) = 2 (cztery sposréd oémiu zdarzeh elementarnych sprzyja

8
zdarzeniu B) i P(ANDB) = % (jedno sposréd o$miu zdarzen sprzyja zdarzeniu AN B).

Prosty przyktad 2: Losujemy jedna rodzine spoérdd 4 rodzin z dwojgiem dzieci:

{Q} = {(ch,ch), (ch,dz), (dz,ch), (dz,dz)}.

Zdarzenie Q = (dz,ch) oznacza, ze w tej rodzinie starszym dzieckiem jest dziew-
czynka: dz, a mtodszym chlopiec: ch. Jakie jest prawdopodobienstwo, ze wylosowano
rodzine z dwoma chlopcami (zdarzenie A), jesli wiemy, ze ta rodzina spelnia dodat-

kowe warunki (zdarzenie B):
i. starsze dziecko jest chltopcem,
ii. jest co najmniej jeden chlopiec.

Rozwiazanie:
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i. Jesli starsze dziecko jest chlopcem wtedy: B = {(ch, ch), (ch,dz)} za§ AN B =
{(ch,ch)}. Dostajemy stad: P(A|B) = 3.

ii. Jesli w wybranej rodzinie jest co najmniej jeden chlopiec wtedy: B = {(ch, ch),

(ch,dz), (dz,ch)} zas§ AN B = {(ch,ch)}. Dostajemy stad: P(A|B) = %

Prosty przyktad 3: Czy jesli B zwigksza szanse zajscia A, to A zmniejsza szanse

zajscia B?

Rozwiazanie: Jesli zajscie zdarzenia B zwigksza szanse zajScia zdarzenia A, to
zachodzi nieréwnosé: P(A|B) > P(A). Wynika stad, ze P(AN B) > P(A)P(B), co
po podstawieniu do wzoru na prawdopodobiefistwo warunkowe P(B|A) prowadzi do

nieréwnosci: P(B|A) > P(B). Innymi slowy, jest spelniona réwnowaznosé:
P(A|B) > P(A) < P(B|A)> P(B), (3.33)

z ktorej wynika, ze jesli zajscie zdarzenia A zwieksza szanse zajscia zdarzenia B, gdy

rowniez B zwieksza szanse zajscia A.

Prosty przyktad 4: Zdarzenia A1, Ao, ..., A, sg niezalezne i maja jednakowe praw-

dopodobienstwo p. Jaka jest szansa, ze zajdzie cho¢ jedno z nich?

Rozwiazanie: P(|Jj—; A;) =1— (1 —p)".

3.5. Elementy kombinatoryki

3.5.1. Permutacje

Definicja 3.10 Zbiér sktadajacy sie z n elementéw uporzadkowanych i réznych

nazywamy n-elementows permutacjg bez powtorzen.

Liczba wszystkich permutacji zbioru n-elementowego jest réwna

P, =nl. (3.34)
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Symbol n! oznacza iloczyn kolejnych liczb naturalnych od 1 do n wlacznie, tzn.
nl=1-2-3--... (n—1) n. (3.35)
Dodatkowo przyjmuje sie, ze

00l=1 oraz 1l=1. (3.36)

Definicja 3.11 Zbiér sktadajacy si¢ z n elementéw uporzadkowanych, wsrod kté-
rych pewne elementy powtarzaja sie odpowiednio ni,ng,...,n, razy, nazgywamy n-

elementowa permutacjq z powtdrzeniami.
Liczba wszystkich permutacji z powtérzeniami zbioru n-elementowego jest rowna

|
PN,k — n
n

3.37
n1!-n2!-...-nk!’ ( )

gdzie ny,n9,...ng oznaczaja odpowiednie liczby powtoérzen.

Prosty przyktad: Ile réznych wyrazéw (majacych sens lub nie) mozna utworzyé

przestawiajac litery w stowie: i. FIZYKA, ii. KOMBINATORYKA.

i. W stowie FIZYKA nie ma powtarzajacych sie liter. Dlatego, liczba stéw, ktore

mozna utworzy¢ z n = 6 réznych liter jest rowna Ps = 6! = 720.

ii. Stowo KOMBINATORYKA sktada sie z n = 13 liter, wsrdd ktorych 3 litery
powtarzaja sie. Na przyktad, litera K wystepuje w tym stowie ng = 2 razy. Pozostale
krotnoéci wynosza: np = 2 oraz na = 2. Dlatego, liczba stéw, ktore mozna utworzyé
przestawiajac litery w stowie KOMBINATORYKA, jest réwna: Py = oot

3.5.2. Kombinacje

Definicja 3.12 Kombinacjg k-elementowq bez powtdrzen ze zbioru n-elementowego,
majacego wszystkie elementy rézne, nazywamy kazdy k-elementowy podzbiér tego

zbioru.
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Liczba wszystkich k-elementowych kombinacji bez powtorzen zbioru n-elementowego

jest rowna,

kL n! ozn [T
oy 5 (k:) (3.38)

gdzie £ < n. Symbol (Z) jest nazywamy symbolem Newtona lub wspotczynnikiem

dwumianowym i czytany: n nad k, n po k lub k z n.

Prosty przyktad: Na ile sposobéw mozemy skredli¢ ”széstke” w Duzym Lotku?

Podczas losowan w Duzym Lotku losowanych jest 6 sposréd 49 ponumerowanych
kul. Kolejnosé, w jakiej losowane sg te kule, nie ma znaczenia. Wynikiem losowania
sg zatem 6-elementowe podzbiory zbioru 49-elementowego, dlatego liczba mozliwych
wynikéw jest réwna liczbie 6-elementowych kombinacji bez powtérzen ze zbioru 49-

elementowego

49 49! 43144 - 45 - 46 - 4T - 48 - 49
Cc8 — _ - — 13 983 816.
49 (6) 43! . 6! 431-1-2-3-4-5-6

Definicja 3.13 Kombinacje z powtorzeniami réznia si¢ od kombinacji bez powto-
rzen tym, ze ten sam element zbioru m-elementowego, sktadajacego sie z réznych

elementéw, moze kilkakrotnie pojawic¢ sie w zbiorze k-elementowym.

Liczba takich kombinacji jest rownas:

- n+k—1
Cﬁz( f ) (3.39)

W tym przypadku k& moze by¢ wieksze od n.

Prosty przyktad: Mamy cztery rodzaje owocéw: jabtka, gruszki, sliwki i morele.

Robimy paczki po pie¢ owocdéw. Ile réznych paczek mozna przygotowaé postepujac
w taki sposéb?
Pytanie o liczbe réznych paczek jest réwnowazne pytaniu o liczbe 5-elementowych

kombinacji z powtérzeniami ze zbioru 4-elementowego. Liczba réznych paczek jest
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= (8
7=1{.) =56

zatem réwna

3.5.3. Wariacje

Definicja 3.14 Wariacjg bez powtorzen k-elementows ze zbioru n-elementowego
(k < n) nazywamy uporzadkowany ciag skladajacy sie z k réznych elementéw wybra-
nych spoéréd n réznych elementow.

Liczba k-elementowych wariacji bez powtérzen ze zbioru n-elementowego jest réwna:

Vy = o ﬁ!k)!- (3.40)

Prosty przyktad: W pewnych zawodach bierze udzial 15 zawodnikéw. Ile jest moz-

liwych obsadzen miejsc medalowych?

Zakladajac, ze jeden zawodnik nie moze uzyska¢ dwoch medali, liczba mozliwych
obsadzen miejsc medalowych (zloto, srebro, braz) jest réwna liczbie 3-elementowych

wariacji bez powtorzen ze zbioru 15-elementowego:

15!
5' = 2730.

Vi=—
15 12

Definicja 3.15 Wariacjg z powtdrzeniami k-elementowa ze zbioru n-elementowego
nazywamy uporzadkowany ciag sktadajacy sie z k réznych lub takich samych elemen-

téw wybranych sposréd n réznych elementéw.

Liczba k-elementowych wariacji z powtérzeniami ze zbioru n-elementowego jest réwna:

Vk =nk. (3.41)

Prosty przyktad: Podczas egzaminu ze ”Podstaw fizyki”mozna uzyskaé jedna z

czterech ocen {5,4,3,2}. Ile mozliwych wersji protokotu z ocenami moze sporzadzié

egzaminator jesli wiadomo, ze wszyscy studenci, N = 39, przystapili do egzaminu?
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Lista studentow jest imienna i zapewne uporzadkowana alfabetycznie. Oznacza to,
ze kolejno$¢ ocen w protokole ma znaczenie. Kazdy student moze uzyskaé jedna z 4
ocen. Wniosek: Liczba mozliwych wersji protokotu jest réwna liczbie 29-elementowych

wariacji z powtérzeniami ze zbioru 4-elementowego:

3.5.4. Przyktady

Przykltad 3.3 Rozwaz uklad o stalej energii F oraz o stalej liczbie czastek N.
Oblicz liczbe mozliwych mikrostanéw W tego uktadu. Zaltdz, ze energia uktadu jest
liczba naturalng i jest skwantowana AFE = 1. Nie nakladaj zadnych ograniczen na

energie pojedynczej czastki oraz potraktuj czastki jako rozréznialne.

Rozwigzanie: Dla skupienia uwagi przyjmijmy, ze energia uktadu jest réwna F = §,
za$ liczba czastek wynosi N = 6. Jesli symbolem * oznaczymy kwant energii, wtedy

schemat

EEEIENIEEEE] (3.42)

reprezentuje taki mikrostan badanego uktadu, w ktérym energie kolejnych czastek
wynoszg odpowiednio 3,1,0,0,0,4. W powyzszym schemacie, obszary pomiedzy pio-
nowymi kreseczkami odpowiadajg rozréznialnym czastkom ukladu. Zauwazmy, ze
chociaz kazdy schemat postaci (3.42) rozpoczyna sie i konczy kreseczka, to pozo-
stale symbole tj. N — 1 kreseczek oraz E gwiazdek moga wystepowaé w dowolnym
porzadku. Wynika stad, ze liczba rozréznialnych rozmieszczen E kwantéw energii
pomiedzy N czastek, czyli liczba mikrostanéw badanego uktadu, jest réwna liczbie
mozliwych wyboréw E elementéw sposréd N — 1 + E elementéw

(N-1+E\ (N-1+E)
W( 5 )(N—l)'E' (3.43)
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Przyktad 3.4 Ile wynosi liczba mikrostanéw uktadu rozwazanego w poprzednim

zadaniu jesli zadna czastka nie ma energii réwnej zero?

Rozwiazanie: Zadanie to ma rozwiazanie tylko wtedy, gdy £ > N. Kazda z cza-
stek badanego uktadu ma energie rézng od zera, jesli zadne dwie kreski w schematach
(3.42) nie sasiaduja ze soba. Tworzac odpowiednie schematy rozmieszczen mamy za-
tem do dyspozycji E symboli * oraz E — 1 pozycji miedzy tymi symbolami, ktére to
pozycje nalezy wypelié kreseczkami |. Wynika stad, ze liczba mozliwych mikrosta-

néw uktadu, w ktérych zadna czastka nie ma zerowej energii, jest rowna

E-1
we (271 s

Przykltad 3.5 Rozwaz uklady N niezaleznych czastek

i. klasycznych,
ii. kwantowych o spinie calkowitym (tj. bozonéw),

iii. kwantowych o spinie poléwkowym (tj. fermionéw).

Zakltadajac, ze pojedyncza czastka moze przebywaé w R stanach jednoczastkowych,

oblicz, ile wynosi liczba mikrostanéw kazdego z wymienionych uktadow.

Wskazowki:

i. Zadanie to mozna sprowadzi¢ do kombinatorycznego problemu rozmieszczania
kul w pudetkach. Czastki klasyczne nalezy traktowaé jako rozréznialne, nato-

miast kwantowe jako nierozréznialne.

ii. Fermiony (np. elektrony) sa czastkami kwantowymi, ktére spelniaja zakaz Pau-
liego, méwiacy o tym, ze w jednym stanie kwantowym moze przebywaé¢ co naj-

wyzej jeden fermion. Bozony (np. fotony) nie spelniaja zakazu Pauliego.

Rozwiazanie:
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ii.

iii.

Pamietajac o tym, ze stan pojedynczej czastki nie zalezy od stanu pozostatych

czastek uktadu, w przypadku czastek klasycznych mamy:

W=R-R-..-R=R". (3.45)
N

W przypadku nierozréznialnych czastek kwantowych o spinie catkowitym liczba

Wz(R_1+N>. (3.46)

mikrostanéw wynosi

N
Roéwn. (3.46) mozna wyznaczy¢ w podobny sposéb, jak w Przykladzie 3.3 trak-

tujac nierozroznialne czastki jak kule, ktére nalezy przyporzadkowaé odpowied-

nim pudetkom (tj. rozréznialnym stanom jednoczastkowym).

Zgodnie z zakazem Pauliego, zadne dwie czastki kwantowe (nierozréznialne) o
spinie potéwkowym nie moga przebywaé¢ w tym samym stanie jednoczastkowym.
Oznacza to, ze liczba mozliwych mikrostanéw uktadu N czastek jest réwna

liczbie mozliwych wyboréw N elementéw ze zbioru R-elementowego

R
e (1), o

gdzie N < R.

Przykltad 3.6 Rozwazmy jeszcze raz krysztal paramagnetyczny z Przyktadu 3.2.

Ile wynosi liczba mikrostanéw (3.11) w najprostszym modelu paramagnetyka jesli

wiemy, ze w ukladzie jest N momentéw magnetycznych, a magnetyzacja uktadu wy-

nosi M (3.13)7

Rozwigzanie: Jesli magnetyzacja ukladu jest znana i réwna M oznacza to, ze

w mikrostanie Q = {s1, 2, ..., sy} ustalona liczba zmiennych spinowych ma wartosé

s; = +1. Liczba ta, ktérg oznaczymy NN, spetnia réwnanie (3.13):

N
MOZSi = po[(+1)- Ny +(=1)- (N - N+)} (3.48)
=1

— (2N, — N) = M. (3.49)
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Rozwiazujac to rownanie dostajemy:

N M
N, == +-—

. 3.50
+ 2 2“0 ( )

Szukana liczba mikrostanéw jest réwna liczbie mozliwych wyboréw N, spinéw spo-
§réd N réznych spindéw, tzn. spoérod N réznych pozycji w uporzadkowanym ciggu
{s1, s2, ..., sy }. Zakladamy, ze wybrane spiny maja wartos¢ +1, a pozostale —1. Ozna-
cza to, ze liczba mikrostanéw jest réwna liczbie N -elementowych kombinacji bez

powtorzen ze zbioru N-elementowego:

N
we () oo

gdzie N, jest dane réwn. (3.50).

3.6. Dyskretne i ciggle rozklady prawdopodobienstwa

3.6.1. Schemat Bernoulliego, rozktad dwumianowy

Schematem Bernoulliego nazywamy ciag niezaleznych, wielokrotnych powtorzen tego
samego do$wiadczenia losowego, w wyniku ktérego moga zajs$¢ tylko dwa zdarzenia
A i A. Prawdopodobiefistwa tych zdarzen sa réwne: P(A) = p (gdzie 0 < p < 1)
oraz P(A) = ¢ = 1 — p. W schemacie Bernoulliego zaklada si¢, ze wyniki kolejnych
prob sa zdarzeniami niezaleznymi. Jezeli zajscie zdarzenia A nazwiemy sukcesem, za$

A porazky, to prawdopodobiefistwo uzyskania doktadnie k sukceséw w n prébach

wyraza si¢ wzorem Bernoulliego:
n _
Py(k) = (k) gt (3.52)

gdzie symbol Newtona, (Z) = ﬁlk),, oznacza liczbe k-elementowych kombinacji bez
powtérzen ze zbioru n-elementowego (tzn. liczbe réznych k-elementowych, nieupo-

rzadkowanych podzbioréw zbioru n-elementowego).
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00 A X1 I- X o - . - A
01234567 8951011210 1WI5%17181920 0 12 3 45 67 89 10111213 14151617 181920 0 123 4567 83 10111213 141516 17 18 19 20

n=5,p=0.3 n=10,p=0.3 n=30,p=0.3

Rysunek 3.1. Przykladowe realizacje rozktadu dwumianowego dla réznych wartosci n i p.

Wzér (3.52) nazywa sie czesto rozktadem dwumianowym. Jest on przyktadem dys-

kretnego rozktadu prawdopodobienstwa dla zmiennej losowej k, reprezentujacej liczbe
umownych sukceséw w n niezaleznych doswiadczeniach losowych, ktérych wynikiem
moze byé¢ wspomniany sukces lub zdarzenie przeciwne do sukcesu, okreslane jako po-
razka. Zmienna ta moze przyjmowac¢ dyskretne wartosci k = 0,1,...n i dla kazdej z

tych wartosci jest okreslone prawdopodobienstwo realizacji P, (k).

Rozktad dwumianowy jest umormowany '3, tzn.
n n n e "
INAOEDY (k,)p’“q F=t+e"=1, (3.53)

co jest konsekwencja tego, ze zmienne losowe opisywane przez ten rozktad reprezentuja

tzw. zupelny uktad zdarzen losowych, ktorych suma jest zdarzeniem pewnym.

Traktujac prawdopodobienstwa P, (k) jak wagi odpowiednich wartodci zmiennej

15 yunormowanie rozktadu dwumianowego wynika ze znanego wzoru: (a+0)" = ZZ:O (Z) akonk,
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losowej k, mozna policzy¢ Sredniqg wazong tej zmiennej:

(k) = > kPu(k) 550
k=0
B z": k<z>p f (3.55)
k=0
B z": k@)p o (3.56)
k=1
- n—1 (n—1)! et ek
- pk,zlzo CEN IR (3.57)
n—1 n—1 R
= np (k: _ 1>P q (3.58)
k—1=0
- (3.59)

i jej odchylenie standardowe oy, od wartosci $redniej, ktérego kwadrat jest zdefinio-

wany w nastepujacy sposéb:

o = Z (k — (k))? Py (k) (3.60)
k=0
= Zn: (k‘2 — 2(k)k + <k>2) P (k) (3.61)
k=0
= zn: k2P, (k) — 2(k) zn: kP, (k) + (k)? zn: P, (k) (3.62)
k=0 k=0 k=0
= (k) —2(k)(k) + (k) (3.63)
= (k*) — (k)% (3.64)

i ktory dla rozktadu dwumianowego jest réwny:

o3 = npq. (3.65)

W przypadku dowolnych rozkladéw prawdopodobienstwa opisujacych dyskretne
zmienne losowe, $rednia wazona, zdefiniowana réwn. (3.54), nazywa si¢ Srednia lub

wartoscig oczekiwang rozkladu, zad kwadrat odchylenia standardowego, zdefiniowany
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réwn. (3.60) i (3.64), nazywa sie wariancja rozkladu. Srednia i wariancja to dwa naj-

wazniejsze parametry charakteryzujace dyskretne i ciggle rozklady prawdopodobien-

stwa.

Prosty przyktad 1: Rzucono 10 razy kostka. Jaka jest szansa otrzymania:

i. 6 oczek co najmniej raz?
ii. 5 oczek doktadnie 3 razy?

10 3 7
Odpowiedz i. 1 - (), ii. (§) (§)"(3) -

Prosty przyktad 2: Dwie osoby rzucaja po n razy symetryczna moneta. Jakie jest

prawdopodobienstwo, ze kazda z nich otrzyma te sama liczbe ortéow?

Rozwigzanie: Prawdopodobienstwo, ze pojedyncza osoba otrzyma k ortéw jest
réwne: P (k) = (Z)Qin Poniewaz badane osoby rzucaja kostkami niezaleznie, prawdo-
podobiefistwo, ze kazda z nich uzyska dokladnie k ortéw jest réwne Pa(k) = Py (k).

Liczba ortéw nie jest z géry ustalona, ale moze wynosié¢: kK = 0,1, ..., n, dlatego szukane

D= )k

prawdopodobienstwo wynosi: Py = Y3 _g Pa(k) = > 5_o (}) 37 .

3.6.2. Rozkltady prawdopodobienstw dla dyskretnych i cigglych

zmiennych losowych, wartosé srednia, wriancja

Zmienna losowa jest to funkcja przypisujaca zdarzeniom elementarnym liczby. Dzieki

pojeciu zmiennej losowej, rozwazania nt. prawdopodobienstwa réznych zjawisk loso-

wych mozemy ltatwo opisa¢ postugujac sie aparatem matematycznym.

Prostym przyktadem zmiennej losowej jest ocena uzyskana przez i-tego studenta
podczas egzaminu, x; = {5,4,3,2}. Ocena 5 jest najwyzsza ocena pozytywna i Swiad-
czy o doskonale zdanym egzaminie. Ocena 2 odpowiada negatywnemu wynikowi eg-
zaminu. W tym przypadku, zamiast pytaé¢: Jakie jest prawdopodobienistwo, Ze losowo
wybrany student nie zdal egzaminu?, mozemy zapytaé: Ile wynosi P(x; = 2)?. In-

nym przykiadem zmiennej losowej, ktora zostala zdefiniowana w tym rozdziale, jest
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zmienna spinowa s; = 1 (3.12), patrz Przyklady 3.2 i 3.6. Zmienna ta opisuje usta-
wienie ¢-tego momentu magnetycznego wzgledem zewnetrznego pola magnetycznego.
W tym przypadku, zamiast pytaé: Jakie jest prawdopodobienstwo, zZe magnetyzacja
paramagnetyka jest wieksza od zera?, mozemy zapytaé: Ile wynosi P (N+ > %)?, tzn.
jakie jest prawdopodobienstwo, ze liczba zmiennych spinowych o wartosci +1 jest

wigksza od % Pojecie zmiennej losowej utatwia opis zjawisk losowych.

Rozktad prawdopodobienstwa okresla prawdopodobienstwo przyjecia kazdej moz-

liwej wartosci przez zmienna losowa (jesli jest ona dyskretna), lub jej prawdopodo-

bienistwo znalezienia si¢ w konkretnym przedziale (jesli jest ciggla).

Definicja 3.16 Rozklad prawdopodobienstwa dyskretnej zmiennej losowej X jest

zbiorem par {z;,p;}, gdzie x; jest wartoscia zmiennej X, zas

jest prawdopodobienstwem jej wystapienia.

Jesli x1,xq,...,xy oznaczaja wszystkie rézne wartosci dyskretnej zmiennej losowej

X 16 oraz
N

> P(x) =1, (3.67)

i=1

wtedy méwimy, ze rozkiad jest unormowany.

Wartosé srednig (oczekiwana) dyskretnego rozkladu prawdopodobienstwa wyznacza

sie w nastepujacy sposéb 7
N

(x) = Z:{:ZP(xZ) (3.68)

i=1

Wariancja dyskretnego rozkladu prawdopodobienstwa, bedaca kwadratem odchyle-

16 N moze byé nieskonczone;
7z0b. réwn. (3.54);
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nia standardowego zmiennej losowej X od wartosci éredniej, jest réwna 8:
N
(@%) = (@)? = 0% = > (i — (&))" P(xy), (3.69)
i=1
gdzie
N
(z%) = fo P(z;). (3.70)
i=1

Definicja 3.17 Funkcjg gestosci prawdopodobienstwa cigglej zmiennej losowej X
(lub krétko: gestosdcia zmiennej losowej) nazywamy funkcje p(x) okreslona na zbiorze
liczb rzeczywistych, taka ze: p(z) > 0 (jest ona nieujemna) oraz dla dowolnych a < b

zachodzi

b
/ p(x)dx = P(a< X <D), (3.71)
gdzie P(a< X <b) jest prawdopodobienstwem, ze zmienna X jest z przedziatu (a, b).

Dla dowolnej funkcji p(x), bedacej gestoscia prawdopodobienstwa zachodzi zaleznosé

(warunek unormowania):

+oo
/ p(z)dz = 1. (3.72)

—0o0

Warto$é srednig (oczekiwana) ciaglej zmiennej losowej o gestosci p(z) wyznacza sie

w nastepujacy sposob:
+oo

(x) = / zp(z)dz. (3.73)

— 00

Wariancja ciagltej zmiennej losowej jest rowna:

@)= =k = [ o= ) pla)de, (.71
gdzie
“+oo
(x?) = /_Oo z?p(x)da. (3.75)

Bpor. réwn. (3.60)-(3.64);
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3.6.3. Przeglad znanych rozktadéw prawdopodobienstwa

Przyktad 3.7 Dyskretny rozklad zero-jedynkowy. Zmienna losowa w tym rozkladzie
moze przyjmowac¢ dwie wartosci 0 lub 1. Prawdopodobienstwa tych wartosci zmiennej
losowej sa réwne: P(0) = 1 — p oraz P(1) = p. Wartos¢ oczekiwana wynosi: (x) =

0-(1—p)+1-p=p,awariancja jest réwna: (z2) — (z)2 = p — p? = p(1 — p).

Przykltad 3.8 Rozklad jednostajny dyskretny to taki, w ktérym jednakowe praw-
dopodobienstwo przypisane jest do n réznych liczb rzeczywistych ki, ko, ..., kn, a inne
liczby maja przypisane prawdopodobienstwo rowne zero. Niekiedy zaktada sie dodat-
kowo, ze ki, ka, ..., ky, sa wszystkimi liczbami catkowitymi z pewnego przedziatu [a, b].

Przy takim zatozeniu mamy:

L dlaa<k<b
P(k) = ) (3.76)
0 w przeciwnym wypadku
gdzie
n=b—a+1, (3.77)
za$ kolejne liczby k; dla i =1,2,...,n sa dane wzorem
ki =a-+i— 1. (3.78)
Wartos¢ oczekiwana tego rozktadu jest rowna:
G| a+b
= k=== , 3.79
(k) ; - : (3.79)
za$ jego wariancja
- 1 n?—1
) — (k)= k- — (k)= = : :
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Przykltad 3.9 Rozklad dwumianowy (patrz podrozdz. 3.6.1) jest dyskretnym roz-
ktadem prawdopodobienstwa dla zmiennej losowej k = 0,1,2,...,n opisujacej liczbe
sukceséw w n prébach Bernoulliego, gdy prawdopodobienistwo sukcesu w pojedynczej

prébie jest rowne p:
Po(k) = (Z) kgn=k, (3.81)

Wartos$é oczekiwana ($rednia) tego rozkladu jest réwna
(k) = np, (3.82)

a wariancja wynosi

(k%) — (k)* = np(1 — p). (3.83)

Przyktad 3.10 Rozkiad Poissona. Jesli w schemacie Bernoulliego liczba prob jest
bardzo duza, a prawdopodobienstwo uzyskania sukcesu w pojedynczej prébie jest
bardzo mate tak, ze spelnione sa warunki:

lim np=\=const, (3.84)

n—oo, p—0
wowcezas liczba sukceséw k podlega rozktadowi Poissona:

k:ef)\
Pl = 2 s (3.85)

1) Ty e

0.10 .10 et
005 005 0.05
X * x

0.00 000 T 0,00
U2z 4 6 B W 12 W W W W 2 M % B W 0oz 4 6 B 0 12 M 6 1B 20 22 2% 28 I 0 2 4 6 8 0 2 W K B 20 2 H % 28 N

A:g )\25 7\=15

Rysunek 3.2. Przyktadowe realizacje rozktadu Poissona dla réznych wartosci parametru .
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Rozktad Poissona jest unormowany :
s A A A A
S Pk)y=e*> e e =1L (3.86)
k=0 k=0

Srednia wartos$¢ z rozktadu Poissona wynosi:

e8] s )\k—l
_ _ A _
(k) = kZ:OkP(k) =e )\k—E:lzo e A, (3.87)
i jest rowna wariancji rozkladu:
(k) = (k) = -+ = A, (3.88)

Przyktad 3.11 Rozklad jednostajny ciggly. Méwimy, ze zmienna losowa X ma roz-
ktad jednostajny na przedziale [a,b), jezeli prawdopodobienstwo otrzymania w poje-
dynczym do$wiadczeniu dowolnej wartosci z z pewnego przedziatu (x —dz, x+dz) jest
stale i takie samo dla kazdej wartodci z. Gesto$é prawdopodobienstwa tego rozktadu

wyraza sie wzorem:

c dla a<z<bd
p(z) = . (3.89)
0 dla z<alub x>0

Rysunek 3.3. Przykladowe realizacje rozktadu jednostajnego ciaglego.

Z warunku unormowania gestosci prawdopodobienstwa (3.72) wynika, ze

1
b—a’

c= (3.90)

k

9rozwiniecie w szereg potegowy funkcji wykltadniczej ma postaé: e = Z;c:() ol
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Wartos¢ oczekiwana tego rozktadu jest rowna:

<$):c/bxd:c:a;b, (3.91)
a wariancja: )
(2?) — (z)? = (Z’I;) (3.92)

Przyktad 3.12 Rozklad wykladniczy. Gestos¢ prawdopodobienstwa tego rozktadu

jest dana wzorem:

0 dla =<0
p(x) = . (3.93)
e ™ dla >0

Wartos¢ srednia tego rozktadu jest réwna:

(xy = )\/Ooo:ze’\xd:z: (3.94)

— A/Ooocg—j)\z e Mdx (3.95)
= A (—dA>/D e Mdx (3.96)
= (3) =% (3.97)

a wariancja wynosi:

(@®) = (2)* = . (3.98)

Rozktad wyktadniczy bardzo czesto pojawia sie w fizyce statystycznej. W szcze-
gblnosci, jest to rozklad, ktory opisuje prawdopodobienstwo, ze uktad termodyna-
miczny, ktéry wymienia z otoczeniem energie (np. w postaci ciepta) w warunkach
T,V,N = const ?° przebywa w mikrostanie { o energii wewnetrznej F(£2). Rozktad

taki, P(Q) ~ e PE) nosi nazwe rozkladu kanonicznego.

Warto réowniez zapamietaé, ze rozklad ten opisuje czas oczekiwania na pierwsze

wystapienie zdarzenia podlegajacego rozktadowi Poissona z parametrem A.

2040b. podrozdz. 2.4;
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3.6.4. Rozklad normalny (Gaussa)

Rozktad normalny zwany tez rozktadem Gaussa ?' jest jednym z najwazniejszych roz-
ktadéw prawdopodobienistwa. Jego znaczenie wynika z czestosci wystepowania tego
rozktadu w opisie zjawisk naturalnych. Jesli jaka$ wielkos¢ jest suma lub Srednia wielu
drobnych losowych czynnikéw, to niezaleznie od rozkladu kazdego z tych czynnikéw
rozklad ich sumy bedzie zblizony do normalnego - wynika to z centralnego twierdzenia
granicznego. Z tego powodu, rozklad Gaussa mozna bardzo cze¢sto zaobserwowaé w
danych rzeczywistych. Ponadto rozklad normalny ma interesujace wtasciwosci mate-

matyczne, dzieki ktérym oparte na nim metody statystyczne sg proste obliczeniowo.

i e

010 010
ngs 005 /\
o000 * X

02 4 &5 B 10 12 W 6 18 20 2 A X B N O 2 4 8 8 10 12 W 16 18 2 2 M % B O

EX=15 . Bt EX=15 , Dx=4

Rysunek 3.4. Przykladowe realizacje rozktadu Gaussa dla: wartosci sredniej EX = (x) = 15 i dwdch

réznych wartosci odchylenia standardowego DX = o, = 21 4.

Zmienna losowa X podlega rozkladowi normalnemu (Gaussa) jezeli jej gestosé
prawdopodobiefistwa wyraza si¢ wzorem:

]_ _(:c—a)2

e 2?2 | 3.99
\V2mh ( )

dla z € R, gdzie parametry a i b reprezentuja odpowiednio warto$¢ srednia (oczeki-

p(x) =

wana) i odchylenie standardowe zmiennej losowej

(r) =a (3.100)

21y literaturze francuskiej rozktad ten jest czesto nazywany rozktadem Laplace’a-Gaussa;
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oraz

02 = (z%) — (2)? = b*. (3.101)

Wykres funkcji prawdopodobienstwa tego rozkladu (zob. rys. 3.4) jest krzywa

w ksztalcie dzwonu (tak zwana krzywa dzwonowa).

fedo| —20 —o X +O 2o |+30
0,100 |
0,075 |
0,050 |

34,1%| 34,1%
0,025 |
2,2% 2,2%

0,000 . — . .

0 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20 22 24 26 28 30

Rysunek 3.5. Prawdopodobienstwo, ze zmienna losowa z rozkladu Gaussa znajduje sie¢ w przedziale

o szerokos$ci 20, 40 1 60 wokdt wartosci $redniej.

Mozna pokazaé, ze w przypadku rozkladu normalnego okolo 68,2% wszystkich
wynikéw doswiadczenia losowego gromadzi si¢ w przedziale £o0, = £b wokdt wartosci

oczekiwanej (z) = a (patrz rys. 3.5), tj.

a+b
P(X —a| <b) = / p(x)dz (3.102)
a—b
L ey (3.103)
= [ 2b €T .
vV 27b Ja—b
~ 0,682. (3.104)

Mozna réwniez pokazaé, ze w przedziale o szerokosci 40, wokdl wartosci Sredniej (x)

znajduje sie 95,4% tych wartosci, a w przedziale 60 az 99, 8%.
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Moé6wimy, ze rozklad zmiennej losowej jest znormalizowany, gdy (x) =01 o, = 1.
Rozklad normalny (Gaussa) przybiera wowczas postaé:

1 s
p(m):\/ﬂe z. (3.105)

Dowolny rozklad zmiennej X o wartosci oczekiwanej (z) = a i odchyleniu standar-

dowym o0, = b mozna znormalizowaé, tworzac rozklad zmiennej Y, bedacej liniowa

funkcja zmiennej wyjsciowej:

(3.106)

Jak wspomniono na poczatku tego podrozdziatu, ogromne znaczenie rozkltadu
Gaussa wynika z tzw. centralnego twierdzenia granicznego, ktérego tres¢ podajemy

ponizej.

Twierdzenie 3.1 Jedli X; sa niezaleznymi zmiennymi losowymi o jednakowym roz-
ktadzie, majacym wartoéé oczekiwang p i skoficzong wariancje o2, to zmienna losowa

o postaci

(3.107)

jest opisana znormalizowanym rozktadem Gaussa gdy n — oo.

Praktycznym wnioskiem z tego twierdzenia jest, ze dla wielu zmiennych losowych,
bedacych suma duzej liczby innych zmiennych losowych réwniez mozna stosowaé roz-

ktad normalny.

3.7. Pytania kontrolne

1. Co oznacza pojecie mikrostan (makrostan) uktadu fizycznego. Podaj przyklady

mikrostanéw (makrostanéw).

2. Co oznacza pojecie zespél statystyczny. O czym moéwi podstawowy postulat

fizyki statystyczne;j.
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3.8.

W jaki sposéb definiujemy prawdopodobienstwo warunkowe. Jakie zdarzenia

losowe nazywamy niezaleznymi.
Co to jest schemat Bernoulliego?

Na przykladzie dowolnego rozktadu prawdopodobienstwa wyjasnij, w jaki spo-
sob definiuje si¢ wartos¢ srednia i wariancje dyskretnej zmiennej losowej. W jaki

sposéb interpretuje sie te wielko$ci?

Co to jest rozktad normalny? Skad wynika ogromne znaczenie tego rozktadu w

nauce i technice?

Przyktadowe zadania

. Rozwaz uklad o stalej energii F oraz o stalej liczbie czastek N. Oblicz liczbe

mozliwych mikrostanéow W tego uktadu. Zaldéz, ze energia ukladu jest liczba
naturalna i jest skwantowana AFE = 1. Nie nakladaj zadnych ograniczen na

energie pojedynczej czastki oraz potraktuj czastki jako rozréznialne.

Odpowiedz: W = (N_;“E).

. Rozwaz uklady N niezaleznych czastek

i. klasycznych,
ii. kwantowych o spinie calkowitym (tj. bozonéw),
iii. kwantowych o spinie potéwkowym (tj. fermionéw).
Zaktadajac, ze pojedyncza czastka moze przebywaé¢ w R stanach jednoczastko-
wych, oblicz, ile wynosi liczba mikrostanéw kazdego z wymienionych ukltadow.

Wskazowki: Czastki klasyczne nalezy traktowaé jako rozrdznialne, natomiast

kwantowe jako nierozréznialne. Fermiony sa czastkami kwantowymi, ktére spet-
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niaja zakaz Pauliego, méwiacy o tym, ze w jednym stanie kwantowym moze

przebywaé co najwyzej jeden fermion. Bozony nie spelniajg tego zakazu.

Odpowied?: i. W = RN ii. W = (R7]1V+N)a lii. W = (ﬁ)

3. Zwirek i Muchomorek chodzg na wyklad z Elementéw Fizyki Statystycznej.
Zwirek opuszcza co drugi wyklad. Muchomorek opuszcza tylko 10% wykladéw.
Wiadomo réwniez, ze na 45% wykladéw sg obecni obydwaj. Oblicz prawdopo-
dobienstwo, ze:

i. choé¢ jeden z nich jest na wykladzie,
ii. doktadnie jeden z nich jest na wykladzie,
iii. zaden z nich nie jest obecny na wyktadzie.
iv. na wykladzie, na ktérym jest Zwirek jest réwniez Muchomorek,
v. na wykladzie, na ktérym jest Muchomorek nie ma Zwirka.
Odpowied?: Niech Z oznacza zdarzenie polegajace na tym, ze Zwirek jest na
wyktadzie, za§ M niech oznacza, ze Muchomorek jest na wyktadzie. Z tresci
przykladu wynika, ze P(Z) = 0,5, P(M)=0,91 P(ZNM) = 0,45. Stad:
i. P(ZUM)=P(Z)+P(M)—-P(ZNM)=0,95,
ii. P(ZUMN\(ZNM))=P(ZUM)—-P(ZNnM)=0,5,
iii. 1—=P(ZUM)=0,05.

iv. P(M|Z) = 0,9 = P(M): oznacza to, ze Z i M sa zdarzeniami niezalez-

nymi.

v. P(ZIM)=1-P(Z|M)=1- P(Z) =0,5.






Rozpziat 4

Rozklady prawdopodobienstw

mikrostanéw w fizyce statystycznej

4.1. Hipoteza ergodyczna, wzoér Boltzmanna i zespél

mikrokanoniczny

7 pierwszych rozdzialéow tego skryptu wiemy, ze w stanie réwnowagi termodynamicz-
nej uktady fizyczne maja dobrze okre$lone wilasnosci makroskopowe, ktore nie za-
lezg od czasu '. W poprzednim rozdziale powiedzieliémy, ze kazdy taki rozréznialny
stan ukladu nazywamy makrostanem 2. Powiedzieliémy réwniez, ze kazdy makrostan
uktadu fizycznego moze by¢ realizowany na szereg mikroskopowych sposobow, tzw.
mikrostandw. 1 chociaz te mikrostany sa z reguly nierozréznialne dla obserwatora,
z doswiadczenia wynika, ze ich liczby, W;, odpowiadajace konkretnym makrostanom,
I';, maja duzy wplyw na witasnosci uktadu. Im wieksza jest wartos¢ W;, tym bardziej
jest prawdopodobny, z termodynamicznego punktu widzenia, stan makroskopowy I';.
7 tego powodu, liczbe mikrostanéw realizujacych dany stan makroskopowy nazywamy

prawdopodobienstwem termodynamicznym makrostanu.

Pojecie prawdopodobienstwa termodynamicznego nawiazuje do klasycznej definicji

'zob. podrozdz. 1.3, str. 7;
2z0b. podrozdz. 3.2, str. 38;
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prawdopodobienstwa 3 i ma swoje odbicie w tzw. hipotezie ergodycznej Boltzmanna,

wedlug ktérej wszystkie mikrostany realizujace dany makrostan sa jednakowo praw-
dopodobne *. Hipoteza ta, w zastosowaniu do ukladéw termodynamicznych, ktére nie
wymieniaja czastek i energii z otoczeniem (tzn. zamknietych i izolowanych) definiuje

tzw. mikrokanoniczny zespol statystyczny.

Innymi stowy, zespol mikrokanoniczny to zespot statystyczny wykorzystywany do
opisu termodynamicznych wlasnosci ukladow zamknietych i izolowanych, ktore sq
w stanie rownowagi termodynamicznej. Zgodnie z hipoteza ergodyczna, stan takiego
uktadu (np. gazu doskonatego majacego okreslona energie wewnetrzna E, objetosé
V' 1 liczbe czastek N) jest z réwnym prawdopodobienstwem dowolnym ze stanéw

mikroskopowych zgodnych z warunkami makroskopowymi.

Gdy mikrostany uktadu maja charakter dyskretnych zmiennych losowych, wtedy
rozktad prawdopodobienistwa mikrostanéw ma postac:
P(Q) = i daQerl | 1)
0 dlaQé¢Tl
gdzie W jest liczba mikroskopowych realizacji uktadu, tzn. takich mikrostanéw (2,
ktore realizuja zadany stan makroskopowy I'. Gdy natomiast mikrostany sa ciagtymi
zmiennymi losowymi, wtedy réwn. (4.1) odpowiada gestosci prawdopodobienstwa mi-
krostanéw, zas W nosi nazwe objetosci przestrzeni fazowej. W koncu, niezaleznie od
tego, czy €2 ma charakter dyskretny, czy ciagly, wzor (4.1) jest czesto nazywany

rozkltadem mikrokanonicznym.

Najwazniejsza wielkoscia termodynamiczna, jaka mozna zdefiniowaé dla zespotu

mikrokanonicznego, jest entropia. Statystyczna definicja entropii nosi nazwe wzoru

3z0b. Definicje 3.3, str. 46;
4Dotychczas nie udalo sie sformutowaé ogélnego dowodu hipotezy Boltzmanna. Jej prawdziwosé

uzasadnia si¢ tym, ze uzyskane dzieki tej hipotezie wyniki wykazuja bardzo dobrg zgodno$¢ z do-

$wiadczeniem.
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Boltzmanna. Wedlug tego wzoru, entropia uktadu termodynamicznego w makrostanie

I' zalezy jedynie od jego prawdopodobienstwa termodynamicznego W:
S=kplnW, (4.2)

gdzie kg = 1,38 - 10723 J/K jest uniwersalng stala fizyczna, ktéra nosi nazwe stalej

Boltzmanna.

Wzoru (4.2) nie da sie wyprowadzi¢ w oparciu o zadne ogélne teorie. Jego prawdzi-
wo$é¢ zostata bezposrednio potwierdzona jedynie w kilku ukladach termodynamicz-
nych °. Za prawdziwoécia tego wzoru przemawiaja jednak uzyskane przy jego po-
mocy, wazne wyniki teoretyczne. Nie bez znaczenia jest réwniez to, ze funkcja stanu
zdefiniowana przy pomocy réwn. (4.2) ma takie same whlasnosci, jak entropia termo-
dynamiczna. W szczegdlnosci mozna pokazaé, ze entropia statystyczna zdefiniowana
wzorem Boltzmanna, tak samo jak entropia termodynamiczna, osiaga maksimum

w stanie réwnowagi % i jest addytywna funkcja stanu 7.

Dysponujac $cistym wyrazeniem na entropie ukladu termodynamicznego, réwn. (4.2),
mozna wyznaczy¢ rézne parametry makroskopowe charakteryzujace jego stan. Na
przyktad, gdy entropia badanego ukladu (przez liczbe mikrostanéw) zalezy od ener-
gii wewnetrznej F, liczby czastek N i objetosci V' (tak, jak w gazie doskonalym),

wtedy z podstawowego réwnania termodynamiki (2.4) mozna wyznaczyé: tempera-

Szob. np. stynne twierdzenie H Boltzmanna dla gazu doskonalego (K. Huang, Mechanika staty-

styczna, PWN 1978, rozdz. 4);
Swyrazenie (4.2) osigga maksimum w stanie, ktéry ma najwieksze prawdopodobienstwo termody-

namiczne i ktéry mozna traktowac jak makrostan réwnowagowy;
Taddytywnosé¢ entropii oznacza, ze dla ukltadu sktadajacego sie z dwéch nieoddziatujacych ze

soba (tzn. niezaleznych) poduktadéw jest ona sumg entropii kazdego z tych poduktadéw rozwa-
zanych oddzielnie; addytywny charakter entropii termodynamicznej wynika bezposrednio z defini-
cji zmiany entropii w procesie quasistatycznym; w przypadku entropii statystycznej, addytywnosc¢
jest konsekwencja multiplikatywnego charakteru prawdopodobienistwa termodynamicznego ukladu
skladajacego si¢ z dwoch niezaleznych poduktadéw, dla ktérego W = WiWs, skad wynika, ze
S=kplnW =kpIn(WiWs) =kpIn W1 + kpInWs = 51 + So;
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ture uktadu (2.5),
1 _os

T~ 9E |y’ (4.3)
jego cisnienie (2.6),
% _ % . (4.4)
i potencjal chemiczny (2.7),
S
% = WV lpy (4.5)

4.2. Rozktad mikrokanoniczny: przyklady

4.2.1. Prosty model wymiany ciepta

Przykltad 4.1 Rozwaz uktad sktadajacy si¢ z dwéch odizolowanych od siebie czesci:
A oraz B, z ktérych kazda zawiera dwie rozréznialne czastki. Niech energie podukla-
déw wynosza odpowiednio: E4 = 5 i EFp = 1. Zakladajac, ze energia kazdej czastki

moze by¢ liczba catkowita wieksza lub réwna zero, oblicz:

i. Ile wynosi liczba mikrostanéw tego uktadu?

ii. Jak zmieni si¢ liczba mikrostanéw tego uktadu, jesli rozwazymy swobodny prze-

plyw energii miedzy A i B?

iii. Jakie jest prawdopodobienstwo, ze po usunieciu izolacji adiabatycznej energia

poduktadu A wzrosnie?

iv. Jaki podziat energii migdzy poduktadami A i B odpowiada stanowi o najwiek-

szym prawdopodobienstwie termodynamicznym?
Rozwiazanie:

i. Gdy cze$¢ A badanego ukladu nie moze wymieniaé energii z czescia B, wtedy

Wayp = WaWp = 12, (4.6)
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ii.

iii.

gdzie liczby mikrostanéw Wy i Wp, zgodnie z réwn. (3.43), rowne:

W, = <Nx _El + E$> dlaz = A, B. (4.7)

Pouczajace jest jawne wypisanie wszystkich mozliwych mikrostanéw obydwu
poduktadéw. W przypadku podukladu A beda to nastepujace podzialy energii

pomiedzy dwie rozréznialne czastki:

I‘A = {(570)7 (4, 1)? (372)7 (273)7 (174)7 <O75)}7

natomiast w przypadku poduktadu B mamy tylko dwa mozliwe mikrostany

I'p = {(170)> (03 1)}

Po usunieciu adiabatycznej izolacji miedzy podukladami A i B calkowita energia
E = Ep+ Ep = 6 moze byé¢ dowolnie roztozona pomiedzy wszystkie N =
N4 + Np = 4 czastki uktadu. Z tego powodu, liczba mozliwych mikrostanéw

uktadu bedzie réwna

N—1+E
Waip = ( 5 ) = 84. (4.8)

Ponizsza tabela podaje prawdopodobienstwa termodynamiczne Wayp (4.6)
oraz, wyznaczone ze wzoru Boltzmanna (4.2), wartoéci entropii S44p odpo-
wiadajace makrostanom o ustalonych wartosciach energii F4 i Eg. Z tej tabeli

wynika, ze P(E4 > 5) = P(E4 = 6) = 7/84.
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Er | Wa | Ep | We | Wayp | Sayn/k
6 7 0 1 7 1.95

) 6 1 2 12 2.48

4 ) 2 3 15 2.71

3 4 3 4 16 2.77
2 3 4 5 15 2.71

1 2 5 6 12 2.48

0 1 6 7 7 1.95

S84

iv. W uktadach izolowanych, stan o najwiekszym prawdopodobienstwie termody-
namicznym jest rownowazny stanowi rownowagi uktadu. W tym stanie entropia
osiaga wartos¢ maksymalna. Z przedstawionej tabeli wynika, ze stanem réwno-
wagi uktadu A + B jest stan réwnego podzialu energii pomiedzy poduktady A
i Btj. Ex = Ep =3.

4.2.2. Swobodne rozprezanie gazu doskonalego

Przyktad 4.2 Celem tego przykltadu jest wykazanie rownowaznosci entropii termo-
dynamicznej i statystycznej. Bedziemy analizowaé¢ zmiane entropii podczas adiaba-
tycznego rozprezania gazu doskonaltego. Termodynamiczny opis tego zjawiska przed-
stawiliémy w Przykladzie 1.6 (str. 18). Pokazalidémy tam, ze gdy objetos$é poczatkowa

jest dwa razy mniejsza od koncowej, wtedy zmiana entropii gazu jest réwna
AS = NkplIn2, (4.9)

gdzie N jest liczba czasteczek gazu, a kp jest stala Boltzmanna. Teraz pokazemy,
ze ten sam wynik mozna uzyskaé korzystajac ze wzoru Boltzmanna i przyjmujac, ze
stan rownowagi termodynamicznej odpowiada makrostanowi o najwiekszym prawdo-

podobienstwie termodynamicznym.
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N\
4

Rysunek 4.1. Rysunek do przyktadu 4.2.

N

Rozwiazanie: Sytuacja, ktéra bedziemy sie zajmowaé jest schematycznie przedsta-

wiona na rys. 4.1. Z rysunku tego wynika, ze prawdopodobienstwo termodynamiczne

odpowiadajace makrostanowi poczatkowemu, gdy wszystkie czastki gazu znajduja

sie w lewej czesci naczynia (w objetosci Vp), jest réwne Wy = (1(\)] ) = 1. W stanie

koncowym, gdy gaz wypelnia cale naczynie (o objetosci 2Vp), kazda z czastek moze

znajdowaé sie w obydwu czesciach naczynia, dlatego liczba mikrostanéw odpowiada-

jacych najliczniejszemu makrostanowi jest réwna Wy = (1&[ ). Zmiana entropii ukladu
2

wynosi zatem:

= kgln

!

N
NN
22"

S —So=kplnW, — kglnW,

) —kplnl
= kg [lnN!—an (g)‘]

Aby uproéci¢ wyrazenie (4.12) skorzystamy ze wzoru Stirlinga:

InN!~NInN — N,

Ostatecznie dostajemy:

AS

= kp NlnN—N—Q(

= Nkpln2.

dla N> 1.
N N N
A
2 2 2

)

(4.10)

(4.11)

(4.12)

(4.13)

(4.14)

(4.15)

Uzyskany wynik (4.15) jest identyczny z wczesniejszym wynikiem (4.9), co dowo-

dzi rownowaznosci entropii termodynamicznej i entropii statystycznej w ujeciu Bolt-

zmanna.
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4.2.3. Prosty model paramagnetyka: prawo Curie-Weissa

Przykltad 4.3 Po raz kolejny rozwazmy prosty model paramagnetyka, sktadaja-
cego sie z N niezaleznych momentéw magnetycznych, ktére moga przyjmowaé tylko
dwa kierunki: zgodny z kierunkiem zewnetrznego pola magnetycznego B lub prze-
ciwny do niego. Przestrzen stanéw tego modelu zostata szczegélowo omoéwiona w
przyktadach 3.2 (str. 42) oraz 3.6 (str. 60). W tym przykladzie, naszym celem jest
sprawdzenie, czy rozwazany model spelnia prawo Curie-Weissa, wedlug ktérego ma-
gnetyzacja paramagnetyka jest proporcjonalna do pola magnetycznego i odwrotnie
proporcjonalna do temperatury:
B

M x —. 4.1
x 7 (4.16)

Rozwiazanie: W prawie Curie-Weissa (4.17) jawnie wystepuje temperatura, ktora
mozna wyznaczy¢ rézniczkujac entropie uktadu po energii (4.3):

L)
T - ) B,N=const .

7 przyktadu 3.6 wiemy, ze liczba mikrostanéw rozwazanego uktadu, gdy jego magne-

(4.17)

tyzacja jest réwna M, wynosi (3.51)

N
we () s

N M
N, =—+— 4.19
+ 2 + 2#0’ ( )

gdzie

jest liczba momentéw magnetycznych o zmiennej spinowej s; = +1. Poniewaz energia
pojedynczego momentu magnetycznego zalezy od jego kierunku wzgledem zewnetrz-
nego pola B,

€ = —iB = —pups; B, (4.20)

dlatego energia calego uktadu (wszystkich spinéw) jest funkcja magnetyzacji

N
E=) & =-BM. (4.21)
=1
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Teraz, korzystajac z powyzszych zaleznosci, mozemy wyznaczy¢ temperature pa-

ramagnetyka (4.17):

% a l(aaz\i) (%ﬁ) (%ﬂg)L,N - 25033 n (NJY+N+> ‘ (4.22)

Przeksztalcajac ostatnie rownanie dostajemy zalezno$é magnetyzacji od temperatury

i zewnetrznego pola magnetycznego:
M(T, B) = Nuo tgh (1108B) (4.23)

gdzie 8 = (kpT)~!, zag tghz = (e —e %) /(e* +e~%). Dla ppBB =~ 0, tzn. dla matych
pél i wysokich temperatur, tgh(uo8B) ~ B, skad dostajemy prawo Curie-Weissa:

po B B
M(T,B) > N——= x —. 4.24

4.2.4. Cieplo wlasciwe sieci krystalicznej: model Einsteina

Przyktad 4.4 W tym przykladzie zajmiemy sie wyznaczeniem ciepta wlasciwego
sieci krystalicznej. W tym celu, krysztal zbudowany z atomdw, ktore sg ulokowane w
weztach sieci krystalicznej i wykonuja ruch drgajacy dookota swoich potozen réwno-
wagi, potraktujemy jak zbiér niezaleznych, rozréznialnych kwantowych oscylatoréw

harmonicznych.

Rozwigzanie: Energia pojedynczego kwantowego oscylatora harmonicznego jest dana

WZorem

1

ei(n;) = (2 + nz) hw, (4.25)

gdzie n; = 0,1,2,... jest liczba kwantowa opisujaca poziom wzbudzenia i-tego oscy-
latora, w reprezentuje jego czestos¢ drgan, zas h jest uniwersalng stalg fizyczna, tzw.
stala Plancka. Poniewaz w modelu ciala stalego Einsteina oscylatory sa z zalozenia

niezalezne, energia krysztatu jest rownas:

N
1
E=) &= hwN+hwR. (4.26)
=1
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Pierwszy skladnik po prawej stronie réwn. (4.26) oznacza energie stanu podstawowego
wszystkich oscylatoréw, a drugi opisuje energie wzbudzen elementarnych (tzw. fono-
néw), przy czym liczba tych wzbudzen, dla ustalonej energii E, jest $ci$le okre$lona
i wynosi

%. (4.27)

&=

N
i=1

Zmnajac liczbe wzbudzen elementarnych R mozna tatwo wyznaczy¢ liczbe mikrostanow
uktadu. Liczba ta jest rowna liczbie mozliwych rozkladéw R nierozréznialnych porcji

energii iw pomiedzy N oscylatoréw i wynosi (patrz przyklad 3.3, str. 58)

N—-1+R\ N+r>1 (N+ R
= ~ . 4.28

Podstawiajac (4.28) do wzoru na entropie (4.2) dostajemy:
S=kplnW=kp[(N+ R)In(N+R)— NInN — Rln R). (4.29)

Nastepnie, korzystajac z dobrze znanej tozsamosci termodynamicznej (4.3) (str. 80)

1 05 0SOR k N+R
i ettt A | 4.
T~ 0E OROE hwn( R ) (4.30)
dostajemy zwiazek pomiedzy energia i temperatura badanego uktadu
E = Nhw (1 + ) (4.31)
N 2 exp(hw/(kT)) —1)" '

W koncu, rézniczkujac ostatnie wyrazenie po temperaturze otrzymujemy pojemnos$é
cieplng ciata stalego w modelu Einsteina

B dE B N(hw)2 efuu/(kT)

Cv =37 = k17 Gl T (4.32)
W niskich temperaturach wyrazenie (4.32) mozna uproéci¢ do postaci
N(hw)? hw
Cy ~ —— . 4.33
v e O ( k:T) (4.33)
7 ostatniej zaleznosci wynika, ze
lim Cy(T) = 0, (4.34)

T—0
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tzn. w granicy bardzo niskich temperatur ciepto wlasciwe uktadu N kwantowych oscy-
latoréw harmonicznych (tj. sieci krystalicznej w modelu Einsteina) znika. Szybkosé
zaniku réwn. (4.33) jest jednak inna niz obserwowana do$wiadczalnie Cy ~ T3. Aby
uzyska¢ dobra zgodnosé z doswiadczeniem, nalezy zatozy¢, ze czestosé oscylatoréw nie
jest stala, w # const. Zaltozenie to odpowiada modelowi Debye’a ciepta wlasciwego

sieci krystalicznej.

4.2.5. Klasyczny gaz doskonaly: ekwipartycja energii, r6wnanie stanu

Przyklad 4.5* Celem tego przykladu 8 jest wykorzystanie formalizmu rozkladu
mikrokanonicznego do zbadania wlasnosci klasycznego gazu doskonalego. Bedziemy

rozwazal gaz o energii F, sktadajacy si¢ z N czastek umieszczonych w objetosci V.
Rozwigzanie:

Liczba stanéw gazu doskonalego. Nasze rozwazania rozpoczniemy od wyzna-
czenia objeto$é przestrzeni fazowej odpowiadajacej mikrostanom (3.8), w ktérych

V, N = const, a energia gazu < E, tj.

V= /// dridyrdzy ...dzndpg, ... dp.y . (4.35)
—_—

V,N=const; energia<FE

Calkujac ostatnie wyrazenie po polozeniach otrzymujemy

Y = VN//.../dpxldpyldpzl...deN. (4.36)
—_—

energia<E
Calka po pedach wymaga komentarza. Przede wszystkim zauwazmy, ze energia gazu
doskonatego moze by¢ zapisana w postaci (3.10)
1 & 2 2 2 1 & 2
5o 2 (PR 4D ph) = 5 ;pi =E, (4.37)

2m =1

8gwiazdka umieszczona przy numerze przyktadu oznacza, ze zawiera on material o podwyzszonym

stopniu trudnosci;
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skad wnioskujemy, ze mikrostany, w ktorych gaz ma energie E leza na powierzchni
3N wymiarowej hipersfery o promieniu v2mFE. Oznacza to, ze objeto$é¢ przestrzeni
stanéw odpowiadajaca stanom o energii < F jest réwna objetosci 3N wymiarowej

kuli o tym promieniu ?, tj.

VN (V2rmE)3N

V=" 6N

(4.38)

Znajac V mozemy wyznaczy¢ liczbe standéw gazu doskonaltego W, co odpowiada
dyskretyzacji cigglej przestrzeni stanéw i zapewnia zgodnos$¢ podejsé klasycznego
i kwantowego. Wspomniang dyskretyzacje uzyskujemy dzielac V przez objetosé ele-

mentarnej komoérki w przestrzeni fazowej,

Y= h3N = (dxldpxl)(dydpy1)(ddezl) s (dszpZN)7 (4'39)

ktorej definicja jest zgodna z zasada nieoznaczonosci Heisenberga, oraz przez czyn-
nik N!, ktéry zapewnia wymagang przez podejscie kwantowe nierozréznialno$é cza-
stek badanego gazu. W ten spos6b uzyskujemy liczbe mikrostanéw gazu doskonalego

o energii < E:
Vv VNG2mmE)3N

W= N T NI(3N/2)Ih3N (4.40)

W koncu, poniewaz dla n > 1, powierzchnia n-wymiarowej hipersfery o promieniu

7, tj. Sp(r) oc 7L~ g

, zalezy od r tak samo, jak objetos¢ n-wymiarowej kuli,
Vn o< ™, mozemy zatozy¢, ze liczba stanéw VW badanego gazu, w ktorych jego energia
jest dokladnie réwna E, wynosi

VN(V2rmE)3N

W=Awr=4 NI(3N/2)Ih3N

(4.41)

gdzie A jest pewng stala.

Energia gazu doskonatego, ré6wnanie Clapeyrona. Podstawiajac do wzoru Bolt-

Yobjetosé n-wymiarowej sfery o promieniu r jest réwna Vi, (r) = %r";
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zmanna (4.2) réwn. (4.41) wyznaczamy entropie gazu 1°

VN(2rmE)3N
S = kgln l NIGN 2) N + const (4.42)
vV 3, 2F
= k'BN |:1H N + 5 In ?)]V:| + const. (443)

Nastepnie, rézniczkujac S po energii (4.3) otrzymujemy zasade ekwipartycji ener-

gii 1 (1.10)
1 3Nk

3
= — tj. E = =NkT). 4.44
= (6 = SNkT) (4.44)

Podobnie, rézniczkujac entropi¢ po objetosci (4.4) uzyskujemy réwnanie stanu gazu

doskonalego (1.5)
Nk .

NI

4.3. Zespo6l kanoniczny

4.3.1. Wyprowadzenie rozkladu kanonicznego

W praktyce, postugiwanie si¢ zespotem mikrokanonicznym jest dos¢ niewygodne. Poza
tym, w rzeczywistosci rzadko mamy do czynienia z ukladami zamknietymi i izo-
lowanymi, ktére w zaden sposéb nie oddziatuja z otoczeniem. Wickszo$¢ uktadow
rzeczywistych wymienia energie i/lub materie z innymi ukladami. Traktujac takie
uklady wraz z ich otoczeniem jako madukiady izolowane, podczas opisu ich wlasno-
Sci, mozna postuzy¢ sie formalizmem zespotu mikrokanonicznego. W dalszej czedci
tego rozdziatu pokazemy, ze podejscie to umozliwia wyznaczenie rozktadéw prawdo-
podobienstw mikrostanéw dla zespoléw statystycznych innych niz mikrokanoniczny.
W szczegdlnoscei, w tym podrozdziale, wyprowadzimy tzw. rozklad kanoniczny, ktory

wykorzystuje sie do opisu wilasnosci uktadéw, ktore moga wymieniaé¢ z otoczeniem

Ypodstawiajac réwn. (4.44) do (4.42) mozna pokazaé, ze wyrazenia (4.42) i (1.35) sa réwnowazne;
Hzasada ekwipartycji (tj. réwnego podziatu) energii méwi, ze érednia energia, jaka przypada na

kazdy stopien swobody badanego ukladu, jest réwna kT'/2;
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energie, ale przy zachowaniu staltej liczby czastek. Z kolei w nastepnym podrozdziale,
oméwimy tzw. wielki rozktad kanoniczny, ktéry wykorzystuje sie w badaniach ukta-

déw otwartych.

Doprecyzowujac, mozna powiedzieé, ze zesp6l kanoniczny to zespot statystyczny

stosowany do opisu termodynamicznych wtasnosci uktadéw zamknietych, ktore moga

wymieniaé energie '2 z otoczeniem o stalej temperaturze. Natomiast rozklad kanoniczny,

opisuje czestosé, z jaka konkretne mikrostany badanego uktadu pojawiajag sie w tym
zespole. Rozklad ten ma charakter wyktadniczy: P(Q) o< e PE() gdzie 3 = (kpT) ™,

za$ E(Q) oznacza energie ukladu w mikrostanie ).

otoczenie

Rysunek 4.2. Uktad zamkniety, ktéry moze wymieniaé ciepto z otoczeniem o stalej temperaturze T'.

Teraz zajmiemy si¢ wyprowadzeniem rozkladu kanonicznego. Sytuacja, ktora be-
dziemy analizowaé jest schematycznie przedstawiona na rys. 4.2. W dalszych roz-
wazaniach przyjmujemy nastepujaca umowe dotyczaca oznaczen wykorzystywanych

symboli:

i. zmienne opisujace stan otoczenia beda wyrdznione znakiem prim, na przykiad:
E’ - energia otoczenia, S’ - jego entropia, W’ - prawdopodobienstwo termody-

namiczne, ' - mikrostan otoczenia;

ii. zmienne odnoszgce sie do izolowanego naduktadu beda oznaczone dolnym in-

deksem t, odpowiednio: Ey,

121p. w postaci ciepta lub promieniowania;
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iii. w koncu, zmienne opisujace stan badanego uktadu to: F, ).

Ponadto, bedziemy zaktadaé, ze otoczenie jest znacznie wigksze od uktadu, zas calo$é

(uktad+otoczenie) jest w stanie rownowagi termodynamicznej i ma temperature 7.

Teraz, dla ustalenia uwagi przyjmijmy, ze badane mikrostany: 2, €' i €;, maja
charakter dyskretnych zmiennych losowych. Zauwazamy tez, ze jesli badany uktad
ma energie réwng F oznacza to, ze energia otoczenia jest réwna E' = Ey — E. Wynika
stad, ze prawdopodobienstwo P(F), ze badany uklad jest w stanie o energii E, jest
réwne prawdopodobienstwu P/(E’), ze otoczenie ma energie E’', tj. P(E) = P'(E’).
Nastepnie, zakladajac ze wszystkie mikrostany uktadu o tej samej energii sg réwno-

prawdopodobne, dostajemy:

P(Q) x P'(E), (4.46)

gdzie P(Q2) oznacza prawdopodobienstwo, ze uklad jest w mikrostanie € o energii

E(Q)=E, - E'.

7 przyjetego wczesniej zalozenia, ze otoczenie jest znacznie wigksze od ukladu,
mozna wnioskowaé, ze otoczenie jest prawie réwne naduktadowi izolowanemu. Ozna-
cza to, ze opisujac wlasnosci otoczenia mozna stosowac hipoteze ergodyczna, wg ktérej
ukltad izolowany jednakowo czesto przebywa w kazdym z dostepnych mu mikrostandw.
Z tego powodu mozna przyjac, ze prawdopodobienstwo P’'(E’) jest proporcjonalne do

liczby mikrostanéw, w ktérych otoczenie ma energie E’, tj.

s’ (E")

P(E)YxW/(E)=¢ F5_, (4.47)

gdzie S'(E') jest entropia dana wzorem Boltzmanna (4.2). Nastepnie, rozwijajac en-

3

tropie S'(E’) w szereg Taylora ' w poblizu wartoéci E' = E; i zachowujac jedynie

2
x—xo)—i—%% - (z —20)% + ...

r=x(

Bf(@) = flwo) + 5L

| T=x( (
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dwa pierwsze wyrazy tego rozwiniecia, tj.

SE) ~ S’(Et)+gg/(E’Et) (4.48)
- S/(Et)—%E, (4.49)

gdzie wykorzystalidémy statystyczna definicje temperatury (4.3), dostajemy:
, __BE_
P/(E') x %' (P *pT | (4.50)

W koncu, podstawiajac ostatnia zalezno$é do réwn. (4.46) i traktujac czynnik e (Er)

jako stala, otrzymujemy szukany rozktad kanoniczny:

PQ) x e PEO)  gdzie 8= (kpT)". (4.51)

4.3.2. Wtlasnosci rozkltadu kanonicznego

1. Suma statystyczna. W rozkladzie kanonicznym, prawdopodobienstwo dowol-

nego mikrostanu € zalezy od energii uktadu w tym mikrostanie E(Q2) (4.51):

P(Q) = (4.52)

gdzie 3 = (kgT)~ !, zaé Z(B) jest tzw. suma statystyczna, ktéra wyznacza sie

z warunku unormowania funkeji P(€2). W przypadku dyskretnych mikrostanéw

Z(f) jest zdefiniowana jako 4
Z(B) =Y e PED), (4.53)
Q

7 kolei, w przypadku cigglych mikrostandéw, sume statystyczng uzyskuje sie cal-

kujac tzw. czynnik boltzmannowski: e #Z() po dostepnej ukladowi przestrzeni

stanow.

Yréwn. (4.53) wynika z warunku unormowania: y_, P() = 1, gdzie P(12) jest dane réwn. (4.52);
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. Multiplikatywno$¢ sumy statystycznej. W dalszej czesci tego rozdziatu

pokazemy, ze jesli chcemy opisywaé wlasnosci ukladéw fizycznych, wykorzystu-
jac do tego celu ideg zespotu kanonicznego, znajomo$¢ sumy statystycznej jest
sprawa kluczowa. Niestety, w wielu przypadkach doktadne wyznaczenie sumy
statystycznej jest zadaniem bardzo trudnym. Zadanie to znaczaco upraszcza sie,
gdy badany uktad mozna podzieli¢ na czesci, ktore sg od siebie niezalezne. W ta-
kich przypadkach, gdy energia uktadu jest sumg energii jego nieoddziatujacych

czedci, tzn. 19

E=F+FE+- -+ E,, (4.54)

suma statystyczna ukltadu traktowanego jako catosé jest iloczynem sum staty-

stycznych jego oddzielnych czesci, tj.

; Z o—B(E1+Ea+...Ep) (4.55)
917927"'7971

= Ze*ﬁEl Ze*’gEQ...Ze*ﬂEn (4.56)
o Qs Qn
= Z1Zy...Zp. (4.57)

. Srednia warto$é energii. Okazuje si¢, ze wystepujaca we wzorze (4.52) suma

statystyczna Z(0) peli kluczowa role w opisie termodynamicznych wlasnosci
uktadéw, ktére mogag wymieniaé energie z otoczeniem o stalej temperaturze.
W szczegdlnodcei, w takich uktadach, srednia warto$¢ energii jest opisana wzo-

rem:

olnZz
op

(B) = — . (4.58)

15

w wyrazeniu (4.54) nie ma sktadnikéw opisujacych energi¢ oddziatywania miedzy poszczegdlnymi

czesciami uktadu, np. Ei 2, F123, ...;
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Ponizej pokazano, w jaki sposéb wyprowadza sie ten wzor:

(E) = %:E(Q)P(Q):%:E(Q)ezﬁfﬁ(; : (4.59)
_ Zl)%: E(Q)e PE®) (4.60)
= 7 () 5 -
_ z?g)(‘a@ Z(8) (4.63)
_ —;ﬂan(ﬂ). (4.64)

4. Odchylenie standardowe obserwowanych wartos$ci energii F(2) od war-
tosci $redniej (F). Poniewaz energia ukladu nie jest stala nasuwa sie pytanie,
jaki jest rozrzut jej mozliwych wartodci. Udcidlajac mozna zapytaé: Jakie jest
odchylenie standardowe o w rozkltadzie kanonicznym. Poniewaz odpowiedz na
to pytanie dostarcza interesujacych spostrzezen nt. wtasnosci zespotu kanonicz-

nego, w dalszej czesci tego paragrafu zajmiemy sie tym zagadnieniem.

Otéz, postepujac podobnie, jak podczas wyprowadzania wzoru na $rednig ener-

gie (4.59)-(4.64) dostajemy, zob. (3.69),

op = (B%) —(E)? (4.65)
1 (0%Z 1 [0Z\?
= - (652> ~ >3 (ag) (4.66)
" I\ 2
-z (2) (4.67)

_ (g)/ (4.68)

gdzie, dla prostoty zapisu, pochodng po zmiennej 8 oznaczono znakiem prim.
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Poniewaz Z'/Z = (InZ)' = —(E), wyrazenie (4.68) mozna przepisa¢ w postaci:
o(E
0 = _ég> (4.69)
o(E) (98N
. (a:r) | (4.70)

W konicu, korzystajac z definicji pojemnosci cieplnej: Cy = d(FE)/dT', dostajemy
bardzo ciekawy wynik:

0% = kpT?Cy. (4.71)

Zaleznosé (4.71) pokazuje, ze pojemnosé cieplna Cy ukladu jest $ciSle zwiazana
z fluktuacjami energii. Co wigcej, z zaleznosci tej wynika, ze chcac zmierzyé
pojemnoé¢ cieplna uktadu wcale nie musimy dostarcza¢ ciepta i bada¢ w jaki
wplywa to na zmiane temperatury uktadu. Wystarczy jedynie zmierzy¢ fluktu-

acje energii.

. Energia swobodna Helmholtza '5. Mozna pokazaé, ze w zespole kanonicz-

nym, logarytm sumy statystycznej definiuje energie swobodna Helmholtza:
F=—-kpThZ. (4.72)

Przypomnijmy, ze w réwnowadze termodynamicznej, gdy T,V,N = const,
uktady fizyczne minimalizuja te funkcje stanu. Jedli potrafimy wyznaczy¢ sume
statystyczng (4.53) uktadu, co w odniesieniu do ukladéw termodynamicznych
sprowadza sie do wyznaczenia jego energii swobodnej F(T,V, N), wtedy réz-
niczkujac ja po réznych parametrach bedziemy mogli m.in. wyznaczy¢ entropie,

ci$nienie i potencjal chemiczny tego ukladu, zob. réwn. (2.24)-(2.26):

OF
s — (8T>V’N_—kB(InP(Q)>, (4.73)
OF olnZ
p = —(av)T’N——kBTaV , (4.74)
OF dInZ

% patrz podrozdz. 2.4;
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W dalszej czesci tego rozdziatu rozwiazemy kilka przyktadow, dzieki ktérym wy-

prowadzone w tym podrozdziale wzory stang sie bardziej zrozumiale.

4.4. Rozktad kanoniczny: przyktady

4.4.1. Kilka prostych przyktadow

Przyklad 4.6 Rozwaz uklad, ktéry moze przebywaé w pieciu mikrostanach o ener-
giach odpowiednio réwnych: 0,¢,¢,¢,2¢. Oblicz Srednig energie tego uktadu w tem-

peraturze T'.

Rozwigzanie: Suma statystyczna badanego ukladu jest réwna (4.53)
Z =1+3e P 4720, (4.76)

natomiast jego energia wewnetrzna wynosi (4.58)

OlnZ  e(3e P +2e725)

E) = = . 4.77
(E) 0B 1+ 3e—Fe 4 =20 (4.77)

Przyktad 4.7 Suma statystyczna pewnego uktadu spelnia zaleznosé
InZ = aT*V, (4.78)

gdzie a jest pewna stala, T oznacza temperature, a V' objetosé. Wyznacz pojemnosé

cieplng C'y tego uktadu.

Rozwigzanie: Srednia energia badanego ukladu jest réwna (4.58)
(E) = 4akT®V. (4.79)
Pojemno$¢ cieplna ukladu dostajemy rézniczkujac (F) po temperaturze

Cy = 20akT*V. (4.80)
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Przykltad 4.8 Zbadaj uktad sktadajacy sie z dwoch niezaleznych i rozréznialnych
czastek. Zaloz, ze kazda czastka moze przebywaé¢ w dwdch stanach o energiach réw-
nych 0 oraz e. Oblicz $rednia energie (E), energie swobodna F' oraz entropie S tego
uktadu. Przyjmij, ze jego temperatura jest stala i wynosi 7. Jak zmienig sie wymie-
nione funkcje stanu, jesli przyjmiemy, ze badany uklad sktada sie z N niezaleznych

czastek?

Rozwiagzanie: Rozwazany uktad moze przebywaé¢ w czterech réznych mikrostanach
Ql = {0,0}, QQ = {8,0}, Qg = {O,E}, Q4 = {6,8}, (4.81)

gdzie zapis Q; = {e1,e2} oznacza, ze pierwsza czastka ma energie 1, a druga es.

Calkowita energia tego uktadu nie jest zatem stala:
E() =0, E(Q)=¢, EQ3)=¢ E(Q4)=2e, (4.82)

przez co wymienione mikrostany (4.81) nie sa réwnoprawdopodobne. W tym przy-
padku, poniewaz uklad jest zamkniety, N = 2, i ma stala temperature, T" = const,

wlasciwym rozkladem prawdopodobienstw mikrostanéw jest rozklad kanoniczny.

Suma statystyczna tego uktadu jest réwna

4
Zy = Ze_ﬂE(Qi) = (1+e %) = (2,7, (4.83)
=1

gdzie
Zi=1+eP (4.84)

jest jednoczastkowa suma statystyczna zdefiniowang jako suma czynnikéw boltzman-
nowskich e=7¢ charakteryzujacych stany jednoczastkowe. W przypadku czastek roz-
wazanych w tym przyktadzie mamy tylko dwa stany jednoczastkowe o energiach réw-

nych 0 oraz . Z tego powodu Z; jest opisana wyrazeniem (4.84).

Z cechy multiplikatywnosci (4.57) wynika, ze jesli wszystkie nieoddzialujace pod-

uklady badanego ukladu sa identyczne, wtedy suma statystyczna calodci upraszcza
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sie do postaci:

Zn = (Z1)V, (4.85)

gdzie Z; reprezentuje sume statystyczna pojedynczego podukladu, natomiast N od-
powiada liczbie tych podukladéw. W takim przypadku, wyznaczenie funkcji: (E), F
i S sprowadza sie do wyznaczenia jednoczastkowych funkcji stanu: u, f,s. W szcze-

gblnosci, w przypadku energii wewnetrznej mamy

_ OlnZn Olnz;
(E) = R a5 Nu, (4.86)
oraz odpowiednio
F=NFf, S = Ns. (4.87)

7 ostatniego paragrafu wynika, ze energia badanego ukladu dwoch czastek jest

réwna
€
Podobnie, jego energia swobodna Helmholtza wynosi (4.72)
2 —Be
F:2f:—51n[1—|—e ], (4.89)
natomiast entropia jest réwna (4.73)
S =2s=2kp (ln[l +e P+ be ) . (4.90)
1+ePe

4.4.2. Prosty model paramagnetyka

Przyktad 4.9 Zbadaj termodynamiczne wtasnosci uktadu N niezaleznych momen-
téw magnetycznych umieszczonych w termostacie o temperaturze T'. Wyznacz Srednia
energie (F) oraz srednia magnetyzacje (M) tego ukladu. Zaléz, ze energia pojedyn-
czego momentu jest rowna ; = —pos; B, gdzie state pg i B maja takie same znaczenie,

jak w przyktadzie 4.3 (str. 84).
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Rozwiazanie: Poniewaz badane momenty magnetyczne sg niezalezne, dlatego suma

statystyczna rozwazanego ukltadu jest multiplikatywna:
Z=(2)", (4.91)

gdzie
7y = e ProB 4 eBroB — 9 cosh(BugB) (4.92)

jest suma statystyczng pojedynczego momentu o zmiennej spinowej s; = +1. Podsta-

wiajac zalezno$é (4.91) do wzoru na $rednia energie (4.58) (str. 93) dostajemy:
(E) = —=NpuoB tgh(BuoB).

Srednig magnetyzacje paramagnetyka mozna wyznaczy¢ z ponizszej zaleznosci:

(B) = - <Z uosiB> _ 5 <Z uosi> ~ B(M), (4.9

skad dostajemy:

) = =B = Ny tan(uoss). (1.94)

Zauwazmy, ze wyrazenie (4.94) opisujace Srednia magnetyzacje paramagnetyka w
zespole kanonicznym jest takie samo, jak wyrazenie (4.23) opisujace dokladna wartosé
magnetyzacji paramagnetyka w zespole mikrokanonicznym. Zaobserwowana zgodno$é
nie powinna nas dziwi¢. W koncu, niezaleznie od warunkéw zewnetrznych, paramagne-
tyk pozostaje paramagnetykiem. Zaleznos¢ magnetyzacji od temperatury, nazywana
czasem rownaniem stanu paramagnetyka jest odpowiednikiem réwnania Clapeyrona
dla gazu doskonalego. W nastepnym przykladzie pokazemy, ze rownanie okreslajace
stan gazu doskonatego (tzn. réwnanie Clapeyrona) jest réwniez niezalezne od warun-
kéw zewnetrznych narzuconych na gaz. Z tej cechy gazu doskonatego korzystaliémy
kilkakrotnie rozwiazujac rézne problemy termodynamiki klasycznej. Wtedy niezmien-
niczy charakter réwnania Clapeyrona w réznych quasistatycznych procesach termo-
dynamicznych (adiabatycznym, izotermicznym, izobarycznym) wcale nas nie dziwil.

Dlaczego teraz miatoby by¢ inaczej?
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4.4.3. Klasyczny gaz doskonaly

Przyktad 4.10 Klasyczny gaz doskonaty ztozony z N czastek zostal umieszczony
w szeSciennym naczyniu o objetoéci V = L3. Wyznacz érednia energie, cisnienie,
entropie oraz potencjal chemiczny gazu. Zaléz, ze badany gaz moze wymieniaé energie

z otoczeniem o temperaturze T'.
Rozwiagzanie:
Suma statystyczna gazu doskonatlego.

W klasycznym gazie doskonalym, czasteczki gazu nie oddziatuja ze soba. Z tego
powodu suma statystyczna gazu skladajacego si¢ z N nierozréznialnych czasteczek

jest rowna:
(Z)"

Z="Nr

(4.95)

gdzie Z; jest suma statystyczna pojedynczej czasteczki 17. Taka jednoczastkowa sume
mozna wyznaczyé calkujac czynnik boltzmannowiski: e 7% gdzie ¢; = (pi + pfh. +
pgl) /2m jest energia kinetyczna i-tej czasteczki, po mozliwych mikrostanach jedno-

CZQStkOWyCh Q’L - {xivyia Zivpa:“pyppzi}a t.]

1 L L L +00 400 +00 B ) )
Z1 = ﬁ/o dxi/o dyz-/o dz; . dpy, - dpy, - dp., exp [—Qm(pxﬁpyﬁpzi)
(4.96)
W powyzszej calce, m oznacza mase pojedynczej czasteczki gazu, zas wielkosé h3
reprezentuje objetos¢ elementarnej komoérki w przestrzeni stanéw (zob. wyjasnienie
w przekladzie 4.5, str. 87). Polozenie i-tej czasteczki jest ograniczone do objetosci
pudetka, dlatego: z;,v;, 2z € (0,L). Podobnie, sktadowe wektora pedu py,,py,, D €

(—o0, +00) poniewaz energia czasteczki ¢; € (0, +00).

Powyzsza catka wydaje sie do$¢ skomplikowana, ale w rzeczywistosci jest tatwa do

policzenia. Przede wszystkim nalezy zauwazy¢, ze funkcja podcatkowa nie zalezy od

"suma statystyczna dana réwn. (4.95) opisuje gaz nierozréznialnych czastek; suma statystyczna

gazu zlozonego z N rozréznialnych czastek bylaby réwna Z = (Z1)N;
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xi, Y; oraz z;. Z tego powodu catkowanie po wspolrzednych potozenia czasteczki daje

L3 = V. Ponadto wszystkie trzy calki po sktadowych wektora pedu sa identyczne

i maja postaé tzw. calki Gaussa '®:
+o0
/ dee=” = /2, (4.97)
oo a
Wynika stad, ze
3
174 400 pQ
% 3V
= 3 (V2rksTm)” = 5 (4.99)

gdzie

h2
=\ . 4.1
A 27rm/~cBT ( 00)

reprezentuje tzw. termiczna dtugoéé fali de Broglie’a . W koncu, podstawiajac wy-
razenie (4.99) do (4.95) dostajemy wzor na sume statystyczna gazu doskonatego:

VN

Srednia energia gazu doskonatego.

Srednia energie gazu uzyskujemy podstawiajac wyrazenie (4.101) do wzoru (4.58):

9z _ N8 (%lnﬂ—l—const)

(E) = a9 a9

_ NngT. (4.102)

Ciénienie, entropia i potencjal chemiczny gazu.

Energia swobodna Helmholtza rozwazanego gazu jest réwna (4.72)

y
F(T,V,N) = —kT'n Z = NksT <1 —In [WD , (4.103)

18calka Gaussa wynika z unormowania rozktadu normalnego, réwn. (3.99), str. 71;
190pis klasyczny mozna stosowaé jedynie wtedy, gdy termiczna dtugosé fali de Broglie’a czasteczek

gazu A jest znacznie mniejsza niz Srednia odlegltos¢ [ miedzy tymi czasteczkami. Jesli speiniony jest

ten warunek, nie jest istotne rozréznienie miedzy fermionami i bozonami;
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gdzie skorzystaliémy ze wzoru Stirlinga In N! = N1In N — N. Podstawiajac te postaé
F = F(V) do réwn. (4.74) dostajemy:

_ NkpT

4.104
" (1104)
Podobnie, korzystajac ze wzoréw (4.73) i (4.75) dostajemy 2°
5 \%4
s = i (S om] L)), 109
— i Tln[ 4 } (4.106)
S FPY '

4.4.4. Rozklad Boltzmanna

Rozkladem Boltzmanna, P(7, p), nazywamy funkcje gestosci prawdopodobienstwa dla
mikrostanéw Q = {7, p} = {z, v, 2, pz, py, -} Pojedynczej czasteczki klasycznego gazu
doskonalego majacego temperature T, przy zalozeniu, ze energia czasteczki jest znana

i wynosi €.

Wyrazenie opisujace rozktad Boltzmanna otrzymujemy bezposrednio z rozktadu

kanonicznego (4.52):

P(7,5) = (4.107)

gdzie
_ Dty

4.108
AR (4.108)

za$ Z1() jest jednoczgstkowq sumg statystyczng 2!

Z1(B) = h3/ dm/ dy/ dz/ dpx/ dpy dp e — £ (p2+p2+p?)

= hﬁ(QWkBIanVQ (4.109)

yrazenie (4.105) na entropie gazu doskonatego jest réwnowazne réwn. (4.42) i (1.35); podobnie,

wyrazenie (4.106) odpowiada réwn. (2.9);
2z0b. réwn. (4.99), str. 101;
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7 rozkladu Boltzmanna wynika réwniez, ze prawdopodobienstwo, ze energia lo-
sowo wybranej czasteczki gazu doskonalego nalezy do przedziatu (e,e + de) zalezy

wyktadniczo od e:

P(e)de x e Pede. (4.110)

Mozna réwniez powiedzieé, ze rozktad Boltzmanna opisuje prawdopodobienstwo obsa-
dzenia przez czgstke klasyczng stanu o energii €. Oznacza to, ze w klasycznym gazie

doskonalym $érednia liczba czastek o zadanej energii wynosi:

(N(g)) = NP(e)de o e, (4.111)

4.4.5. Rozklad Maxwella*

Rozklad Maxwella, P(v), wyraza funkcje gestosci prawdopodobienstwa dla dlugo-
Sci wektora predkosci, v = |7], pojedynczej czasteczki klasycznego gazu doskonalego
o temperaturze T. Warto zauwazy¢, ze poniewaz wszystkie czasteczki gazu doskona-
tego sa réwnowazne, rozklad Maxwella mozna wykorzystaé¢ do opisu wielu czasteczek
gazu réwnoczesnie. Zgodnie z ta interpretacja, w gazie doskonalym sktadajacym sie

z N czasteczek, srednio N P(v)dv czasteczek ma predko$é z przedziatu (v, v + dv).

Rozklad Maxwella mozna wyznaczy¢ z rozktadu Boltzmanna (4.107) wykonujac

kolejno:

i. calkowanie gestosci P(7,p) (4.107) po mozliwych wartosciach sktadowych wek-

tora polozenia 22:

dpa;dp dp.
P(p) dpdpydp, = y / / dy/ dz P(7,p)

M — L (p24p2+p2)
@rksTm)32¢ " '

22 P(p) dpdp,dp. opisuje prawdopodobienstwo, ze sktadowe wektora pedu losowo wybranej cza-

(4.112)

steczki gazu doskonalego naleza do przedzialéw: (pz,pz + dpz), (Py, Dy + dpy), (P2, D= + dp:);
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ii. zamiane wspélrzednych kartezjanskich w réwn. (4.112) na wspélrzedne sfe-
ryczne, dpydp,dp, = sin0d0 d¢ p?dp, a nastepnie catkujac uzyskane wyrazenie

po mozliwych kierunkach wektora pedu:

s T 2 2
. p _Bp~

2 p? _8p?
\/;(kaT)g/ze 2m dp, (4113)

e , Lo . . _p .
iii. i w koficu, zamieniajac w wyrazeniu (4.113) zmienng p na v = 2 dostajemy szu-

kany rozktad Maxwella, ktory opisuje gesto$é¢ prawdopodobienstwa dla dtugosci

wektora predkoséci dowolnej czasteczki gazu doskonatego:

Pv)dv = \/2/7r(mﬂ)% v2e T du (4.114)
o v B v, (4.115)
Korzystajac z calki specjalnej: [5° g2ntle=ae’ gy — 2612%, mozna tatwo pokazad,

ze $rednia warto$é predkoéci czasteczek klasycznego gazu doskonatego wynosi:

(v) = /OOO vP(v)dv = ”71'587717 (4.116)

za$ Srednia warto$é¢ kwadratu predkosci jest rowna:

3
= G

7 ostatniego wzoru latwo znajdujemy wyrazenie opisujace $rednia warto$é¢ energii

(0?) = /0 T 2 Pv)d (4.117)

pojedynczej czasteczki 23:
2
(€) = <m;> - ;kBT. (4.118)
4.5. Funkcja gestosci stanéw, definicja i przykltady

Jedna wartoéé energii E' uktadu fizycznego mozna zwykle realizowaé¢ na wiele sposo-

béw. Jesli energia uktadu przyjmuje ciagte wartosci z pewnego przedziatu, woéwczas

#por. z réwn. (4.102);
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liczbe réznych realizacji tego uktadu majacych energie z tego przedzialu okredla sie

przy pomocy tzw. funkcji gestosci stanéw, g(FE). W takiej sytuacji liczba réznych mi-

krostanéw uktadu o energii z przedziatu (E, E + dE) jest réwna g(E)dE. Natomiast
w przypadku dyskretnego zbioru wartosci energii realizowanych przez badany uktad,

funkcja g(FE) reprezentuje po prostu liczbe standéw o ustalonej energii.

W wielu wypadkach, funkcja g(F) znaczaco ulatwia wyznaczenie sumy statystycz-
nej badanych ukladéw. Dzieje sie tak poniewaz w zespole kanonicznym, wszystkie
mikrostany majace taks sama wartosci energii sa réwnoprawdopodobne 4. Dlatego,
prawdopodobienstwo, ze uktad ma okreslona energie E wynosi:

e—BE)

P(B) = 9(B) 557

(4.119)

gdzie suma statystyczna (4.53) jest (w przypadku ciaglych wartosci energii) dana

wzorein:

Z(3) = /O - g(E)e PEdE. (4.120)

Przyktad 4.11 W ilu stanach mikroskopowych moze przebywaé¢ atom wodoru o za-

danej wartoéci energii.

Rozwigzanie: Stan atomu wodoru jest okre$lony przez stan jego elektronu. Stan
elektronu okreélaja cztery liczby kwantowe: n energia, | dtugo$¢ momentu pedu, m
rzut momentu pedu na wybrany kierunek (np. kierunek zewnetrznego pola magne-
tycznego), s kierunek spinu. Liczba n moze przyjmowaé wartosci naturalne 1,2, 3, ....
Przy ustalonej wartosci n (tj. dla ustalonej energii) liczba [ przybiera nastepujace
wartoéci: [ = 0,1,2,...,n — 1. Z kolei jednej wartosci [ odpowiada (2] + 1) wartosci
liczby m: —I, —I+1,...,1—1, 1. Spin elektronu moze mie¢ dwa ustawienia. Podsumowu-

jac powyzsze rozwazania dostajemy wynik: liczbe mozliwych stanéw atomu wodoru

Zmikrostany sg réwniez zdarzeniami roztacznymi, tzn. w danej chwili uktad moze przebywaé tylko
w jednym mikrostanie; prawdopodobienistwo sumy zdarzen roztacznych A i B jest réwne sumie praw-

dopodobienstw tych zdarzen: P(AU B) = P(A) + P(B);
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0 energii n:
n—1

g(n) =2 (20 +1) =2n> (4.121)
=0

Poniewaz elektrony sa fermionami i spelniaja zakaz Pauliego, rown. (4.121) podaje
regute obsadzania kolejnych powtlok elektronowych w atomach wieloelektronowych.
Na pierwszej powloce mozna umiesci¢ co najwyzej g(1) = 2 elektrony, na powloce

drugiej g(2) = 8 elektronéw, na trzeciej g(3) = 18 elektronéw itd.

Przyktad 4.12 Czgstka w jednowymiarowym pudetku. Rozwaz czastke o masie m
zamknieta w jednowymiarowym pudetku o dlugosci L. Narysuj trajektorie fazowa tej
czastki oraz wyznacz liczbe stanéw I''4(E) o energii < E. Zbadaj przypadek czastki

klasycznej i kwantowe;j.
Odpowiedz: W obydwu przypadkach (klasycznym i kwantowym), liczba stanéw
o energii < E jednowymiarowej czastki jest opisana zaleznoscig I''%(E) « VE.
Rozwiagzanie:
Czgstka klasyczna. Stan jednowymiarowej czastki klasycznej o energii £¥ mozna opisaé
podajac jej polozenie i ped:
Qe = {z,p}, (4.122)

gdzie

0<z<L, oraz p=+V2mE. (4.123)
Trajektorie fazowa rozwazanej czastki reprezentujg goérny i dolny bok prostokata pro-
stokata (rys. 4.3a).

Aby obliczyé objeto$é przestrzeni fazowej odpowiadajaca stanom, w ktérych ba-
dana czastka ma energie < F wystarczy zauwazy¢, ze stany o takich energiach sa
reprezentowane przez szary prostokat o powierzchni 2Lv/2mE (rys. 4.3a).

7 uwagi na to, ze x oraz p s wielkosciami cigglymi liczba stanéw jednowymiaro-

wej czastki klasycznej o energii < FE jest nieskoniczona. Jesli jednak przyjmiemy, ze
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obydwie wielkoéci mozna zmierzy¢ ze skonczong doktadnoscig, np. Az i Ap, wtedy

liczba stanéw rozwazanej czastki klasycznej o energii < E jest réwna

2LV 2mFE
ridp)y="""" 4.124
) = R (4.124)
a) b)
p.n Ea
V2mE = E,
X
0 L ’ :
-2mE <
0 L

Rysunek 4.3. a) Przestrzen stanéw jednowymiarowej czastki klasycznej. b) Funkcje falowe jednowy-

miarowej czastki kwantowej w nieskonczonej studni potencjatu.

Czgstka kwantowa. Zagadnienie jednowymiarowej czastki kwantowej zamknietej w pu-
detku o szerokosci L jest réwnowazne zagadnieniu czastki kwantowej umieszczonej
w nieskonczonej, jednowymiarowej studni potencjalu. Aby wyznaczyé stany takiej
czastki nalezy rozwiazaé¢ rownanie Schrodingera z odpowiednimi warunkami brzego-

wymi

h? d?
Przy zalozeniu sztywnych, nieprzepuszczalnych Scianek pudetka (tj. ¥(0) = ¢(L) =
0), rozwiazaniem réwnania Schrodingera dla jednowymiarowej czastki kwantowej sg

fale stojace (rys. 4.3 b), ktérych wezly sa umieszczone na éciankach tego pudetka 23

\/QmEna:>

n(z) = Asin ( " (4.126)

% Zalozenie periodycznych warunkéw brzegowych prowadzi do nieco innej postaci funkeji falowe;
P(z) = Aexp[2minz/L)], gdzie n = £1,42,.... Mozna wykazaé, ze taka postaé funkcji falowej
réwniez prowadzi do wyniku I'?(E) (4.128).
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gdzie
h?

Ey

Poniewaz n > 0, ostatnia relacja stanowi jednoznaczny zwiazek pomiedzy energia
czastki, F, i jej stanem kwantowym, n (nie ma degeneracji energii). Wynika stad, ze

liczba stanéw czastki kwantowej o energii < FE jest réwna

rid(g) = n = 2LV2ME ”smE x VE. (4.128)

Poréwnujac liczby stanéw I'}4(E) (4.124) oraz Féd(E) (4.128) otrzymujemy

AzAp = h. (4.129)

Ostatnie wyrazenie stanowi tres¢ zasady nieoznaczonosci Heisenberga. Wedlug tej
zasady opis klasyczny jest zgodny z opisem kwantowym, gdy zalozymy, ze objeto$é
elementarnej komérki w klasycznej przestrzeni fazowej jest réwna hf/2, gdzie f jest

liczba stopni swobody badanego uktadu.
Przyklad 4.13 Liczba standw czgstki w dwuwymiarowym pudetku 25. Wyznacz

liczbe stanéw o energii < FE czastki kwantowej o masie m zamknietej w dwuwy-

miarowej nieskonczonej studni potencjalu o wymiarach L x L.

LY

— by

Rysunek 4.4. Przestrzen stanéw dwuwymiarowej czastki kwantowej rozwazanej w przykladzie 4.13.

26tzn. w dwuwymiarowej nieskoriczonej studni potencjatu;
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Odpowiedz: Liczba standéw o energii < E dwuwymiarowej czastki kwantowej wynosi:

2rmL?
I'Z(E) =

12 F x FE.

Rozwigzanie: Energia badanej czastki jest réwna

-2 2 2
P Py +p
E=—=%_"Y

(4.130)

[\

m 2m

gdzie p'= hE, przy czym wektor falowy dwuwymiarowej fali stojacej spelnia warunki

m 7r
k‘x an7 k’y Zny, (4131)
gdzie ng,ny = 1,2,.... Podstawiajac ostatnie wyrazenia do wzoru na energie (4.130)
otrzymujemy
h? 2 2
= o (n2 +n2). (4.132)

7 powyzszej zaleznoSci wynika, ze stany o tej samej energii sg reprezentowane przez

tuk lezacy na okregu o promieniu

R= % o9mE (4.133)

i odpowiadajacy dodatnim warto$ciom ng,n, (rys. 4.4). W granicy duzych energii,

liczba standéw o energii < E jest réwna polu powierzchni ¢wiartki kota o promieniu R

2d 1 o, wL?
Uwaga: Powyzsze rozwazania mozna tatwo uogélni¢ na przypadek czastki kwantowej

w tréjwymiarowej studni potencjalu. Funkcja ng(E) dla takiej czastki jest réwna

3d 4r L 3/2 3/2
[(E) ~ ?ﬁ(QmE) x E°7< (4.135)
Przykltad 4.14 Funkcja gestosci stanow dla czgstki kwantowej w jedno-, dwu- © troj-
wymiarowej nieskonczonej studni potencjafu. Znajac funkcje F;d(E) opisujaca liczbe

stanéw o energii < E jednowymiarowej czastki kwantowej o masie m, wyznacz funkcje
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gestosci stanéw ¢'4(E) charakteryzujaca przestrzen stanéw takiej czastki. Podobne

rachunki wykonaj dla czastki kwantowej dwu- i tréjwymiarowe;.
Rozwiazanie: Miedzy funkcja I'(E), ktéra opisuje liczbe stanéw o energii < E, i
funkcja gestosci stanéw g(E) istnieje prosty zwiazek 27

g(E) = dFd(;?). (4.136)

Podstawiajac do powyzszego wzoru réwn. (4.128), (4.134) oraz (4.135) dostajemy:

9"(E) o lE (4.137)
FUE) = const, (4.138)
¢UE) x VE. (4.139)

Przyktad 4.15 Funkcja gestosci stanow dla fotonéw. Wyznacz funkcje gestosci sta-
now dla fotonéw. Pamietaj o tym, ze fotony nie maja masy spoczynkowej, zas ich
energia jest rowna E = hv = hw, gdzie czesto$é¢ drgan fali w = ck zalezy liniowo od
dtugosci wektora falowego k = |lg|, za$ ¢ jest predkoscia $wiatla.

Rozwiazanie: Funkcje gestodci dla fotonéw wyprowadza sie podobnie jak dla troj-
wymiarowych czastek materialnych. Jedyna réznica polega na tym, ze w przypadku
czastek materialnych F o k2, a w przypadku fotonéw E o< k. Wynika stad, ze liczba

stanéw majacych dlugo$¢ wektora falowego < k zalezy od k w nastepujacy sposéb
/o (k) o K2, (4.140)

co z powodu liniowej zaleznosci F o k przeklada sie na taka sama zaleznos¢ dla
energii:

7Y E) x E3. (4.141)

Podstawiajac ostatnie wyrazenie do wzoru (4.136) dostajemy:

g’ E) x E2. (4.142)
zwiazek ten bezposrednio wynika z nastepujacej relacji: g(E)AE =T'(E + AE) — T'(E);

27
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4.6. Zespol wielki kanoniczny: oméwienie i wlasnos$ci

Zespo6t wielki kanoniczny to zespél statystyczny stosowany do opisu termodynamicz-

nych wilasnosci uktadow, ktére moga wymieniaé z otoczeniem energie i czastki. Ba-
dajac takie uklady zaklada sie, ze ich otoczenie ma ustalona temperature i potencjal
chemiczny: T, i = const. Postepujac podobnie, jak w rozdz. 4.3.1 (str. 89) 28 mozna

pokazaé, ze rozklad wielki kanoniczny, ktory opisuje czestoéé, z jaka konkretne mi-

krostany badanego ukladu pojawiaja sie w tym zespole, ma postaé 2%

o~ BE(Q)+BuN(Q)

PO ==y —

(4.143)

gdzie 30
E(B,p) =Y e PHOHANE) (4.144)
Q

jest tzw. wielka sumag statystyczna, ktéra pelni bardzo wazna role w opisie termody-

namicznych wtasnosci badanych ukltadéw.

Ponizej oméwimy najwazniejsze wlasnosci wielkiego rozkladu kanonicznego.

1. Srednia liczba czastek i érednia wartoéé energii. Gléwnymi zmiennymi
dynamicznymi w rozktadzie wielkim kanonicznym sa: energia FE i liczba czastek
N. Od tych zmiennych zalezy prawdopodobienistwo znalezienia uktadu w zada-
nym mikrostanie (4.143). Srednie wartosci tych zmiennych mozna wyznaczy¢

bezposrednio z wielkiej sumy statystycznej:

B lﬁlnE
B op

(N) =) N(Q)P(Q) (4.145)
Q

28tj. zakladajac, ze uktad jest znacznie mniejszy od otoczenia, i razem z otoczeniem tworzy izolo-

wany naduklad, do opisu ktérego mozna stosowaé rozktad mikrokanoniczny;
por. réwn. (4.52) (str. 92);
30réwn. (4.144) definiuje wielka sume statystyczna w przypadku, gdy mikrostany maja charak-

ter dyskretnych zmiennych losowych; w przypadku ciagtych mikrostanéw, sume po mikrostanach

zastepuje sie calka do przestrzeni standw;
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oraz

+ (). (4.146)

. Wielki potencjal termodynamiczny. Mozna pokazaé, ze logarytm wielkiej

sumy statystycznej w wielkim zespole kanonicznym, definiuje wielki potencjal
termodynamiczny 3%, tj.

® =pV = kgTIn=. (4.147)

W wielu wypadkach powyzsze réwnanie mozna traktowaé jak réwnanie stanu,
poniewaz taczy ono parametry makroskopowe opisujace uktad. W najprostszych
przypadkach takimi parametrami sa: cinienie, objeto$¢ i temperatura. Czasem,
w réwnaniu stanu moze tez wystepowac catkowita energia uktadu. Przykladem
takiego réwnania jest rownanie Clapeyrona dla klasycznego gazu doskonalego:

pV = NkpT = 2E.

W dalszej czesci tego rozdziatu, korzystajac z réwn. (4.147) pokazemy, ze row-
nanie stanu gazu fotonowego (tj. promieniowania elektromagnetycznego) ma

postaé: pV = %E , gdzie E jest energia promieniowania.

Multiplikatywno$é wielkiej sumy statystycznej. Wielka suma Z(3, ) wy-
stepujaca w rozktadzie wielkim kanonicznym, ma ceche multiplikatywnosci, tak
samo, jak zwykla suma statystyczna Z(3) wystepujaca w rozkladzie kanonicz-

nym.

Korzystajac z tej cechy mozna na przyklad pokazaé, ze wielka suma staty-
styczna, =, uktadu otwartego skladajacego sie z nieoddziatujacych i nierozréz-
nialnych czasteczek oraz bedacego w kontakcie z otoczeniem o stalej tempe-
raturze i stalym potencjale chemicznym, T, u = const, moze by¢ zapisana w
postaci:

2(8, 1) = OB, (4.148)

31z0b. Przyktad 2.3, str. 33;
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gdzie Z1() oznacza zwykla (tj. kanoniczna) sume statystyczna pojedynczej
czasteczki nalezacej do tego uktadu.

Aby dowiesé prawdziwosci wyrazenia (4.148) nalezy wykonaé nastepujace prze-
ksztalcenia:
E(Bp) = Zef’g(E(Q)ny(Q)) (4.149)
Q
o0
= Y NN e RO (4.150)
N=0 QN
> 1
= Y N (MZ(Q,N)> (4.151)
N=0 :
[e) 1 N
= Y (e 21(5)) (4.152)
N=0"""
= exple®Z1(8)). (4.153)
Dla scistosci wyjasnijmy, ze wyrazenie > q e PEQN) | ktére pojawilo sie na
konicu drugiego wiersza powyzszych przeksztalcen reprezentuje sumowanie czyn-
nikéw boltzmannowskich po wszystkich mikrostanach €y, w ktérych badany
uktad ma ustalona liczbe czastek N = const. Latwo mozna sie domyslié, ze wy-
razenie to odpowiada sumie statystycznej rozkladu kanonicznego opisujacego
mikrostany uktadu N nieoddziatujacych i nierozréznialnych czastek, tj.
S e = I (8) = s A0, (4.154)
o ! !
gdzie Zn(f3) jest suma statystyczna N rozréznialnych czasteczek, ktora z uwagi
na brak oddzialywan miedzy czasteczkami zapisujemy w multiplikatywnej po-
staci Zn(8) = Z1(B)V.
4. Funkcja gestosci stanéw. Prawdopodobienstwo, ze uktad otwarty ma energie

z przedziatu (E, E + dE) i liczbe czastek réwna N wynosi:

e—ﬁE‘-i—ﬁMN
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gdzie, w przypadku uktadéw, w ktérych energia przyjmuje wartosci z pewnego
przeliczalnego zbioru, g(E, N) wyraza licze mikrostanéw badanego ukladu o za-
danych wartosciach i N. W takiej sytuacji wielka sume statystyczna mozna

wyznaczy¢ ze Wzoru:

2B = 1+ eﬂ”N/ g(E,N)e PPdE (4.156)
N=1 0
= 14+ NZy(p), (4.157)
N=1

gdzie Zn(f) jest zwykla suma statystyczna ukladu sktadajacego sie z N cza-

steczek.

4.7. Wielki rozklad kanoniczny: przyklady

4.7.1. Klasyczny gaz doskonaty

Przyklad 4.11 Oblicz wielka sume statystyczna klasycznego gazu doskonalego
o temperaturze T i potencjale chemicznym p. Wyznacz Srednia liczbe czasteczek
gazu w objetosci V oraz znajdz ich Srednia energie. Zaléz, ze czasteczki gazu sa nie-

rozroznialne. Wskazowka: Skorzystaj ze wzoru (4.148) na str. 112.

Rozwiazanie: Wielkg sume statystyczna klasycznego gazu doskonatego wyznaczamy

ze wzoru (4.148):

E(8, 1) = exple™ Z1(8, V)], (4.158)
gdzie
Z(B,V) = % (4.159)

jest zwykla suma statystyczng pojedynczej czasteczki gazu, zas

A=) = ’/:;i’ (4.160)

reprezentuje dlugos¢ fali de’Broglie’a, ktéra zalezy od temperatury gazu.
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Srednig liczbe czgsteczek gazu w objetosci V wyznaczamy ze wzoru (4.145):

19InE v
Mol _ Py — P 4.161
< > /8 aﬂ € l(ﬁav) e A3’ ( 6)
za$ Srednia energie gazu ze wzoru (4.146):
JOlnZ 0721
E = — N) = —ePrZ22 4.162
() 55 ) =~ (1162)
811121
= —(N = (N 4.1
(N) I (N){e), (4.163)

gdzie () = %k;BT (4.117) jest $rednia energia pojedyncze] czasteczki.

Przykltad 4.12 * Pokaz, ze prawdopodobienstwo znalezienia N czasteczek klasycz-

nego gazu doskonalego w elemencie objetosci V' jest opisane rozktadem Poissona:
(4.164)
o wartoéci $redniej (N) = eV \73 (4.161).

Rozwiazanie: Aby pokazaé¢, ze prawdopodobienstwo znalezienia N czastek gazu
w elemencie objetosci V jest opisane rozkladem Poissona, nalezy scatkowaé rozktad
prawdopodobienstwa (4.155) po wszystkich wartosciach energii. Wykonujac to catko-

wanie dostajemy:

P(N) = /OOOdEP(E,N) (4.165)
- eﬁE”N /0 TAE g(E,N) e PP (4.166)
- eﬁE“NZJXT(!ﬁ) (4.167)
_ eﬁE“N le(\f!)N (4.168)
_ (66"21(5))N]e;<!p[eﬂ”Z1(ﬁ)] (4.169)
_ <N>1]V\f!_<N>7 (4.170)

gdzie Z = E(f, 1) (4.158) jest wielka suma statystycznag gazu doskonalego, zas (V) =
ePHZ1(B) jest érednig liczba czasteczek w objetosci V.



116 4. Rozklady prawdopodobienstw mikrostanéw w fizyce statystycznej

4.7.2. Statystyki kwantowe

W wielu zastosowaniach niezbedna jest znajomosé sredniej liczby okreélonych czastek
kwantowych (np. elektronéw, fotonéw, fononéw ...) w poszczegélnych stanach kwan-

towych. Informacji takiej dostarczaja statystyki kwantowe, ktére mozna wyprowadzié

z wielkiego rozkladu kanonicznego. Ot6z, traktujac pojedyncze stany kwantowe jak
uktady otwarte (tj. takie, ktére moga wymieniaé¢ czastki z innymi stanami kwan-
towymi), mozna pokazaé, ze $rednia liczba czastek w stanie o energii ¢ zalezy od
tego, czy rozwazane czastki sa fermionami, czy bozonami (tzn. czy spelniaja zakaz

Pauliego, czy nie), i jest réwna:

1
(Nio) = w1 (4.171)

gdzie gérny znak, 4, odnosi sie do fermionéw (’f’), a dolny, —, do bozonéw (’b’).
W powyzszym wyrazeniu wielko$¢ p jest odpowiednikiem potencjatu chemicznego,
ktory wystepuje w rozktadzie wielkim kanonicznym, i ktéry w statystykach kantowych
pelni role pewnej charakterystycznej dla badanego uktadu wartoéci energii, ktérej

znaczenie wyjasnimy w dalszej czesci tego rozdziatu.

Zanim wyprowadzimy réwn. (4.171) chcieliby$my jeszcze zwrdcié uwage na to,
ze w granicy duzych wartoéci energii, gdy € > u, 37! czastki kwantowe podlegaja

klasycznej statystyce Boltzmanna (4.111) (str. 103),
(Nf) = (Np) o e P2, (4.172)

co oznacza, ze mozna je traktowaé jak czastki klasyczne, bez wprowadzania rozroz-

nienia na fermiony i bozony.

4.7.3. Statystyka Fermiego-Diraca

Zakaz Pauliego stwierdza, ze w dowolnym stanie kwantowym moze przebywaé co naj-

wyzej jeden fermion. Wynika stad, ze w przypadku fermionéw wielka suma staty-
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styczna stanu kwantowego traktowanego jak otwarty uktad fizyczny jest réwna:

[1]

1
= e AEmn =gy Al (4.173)
n=0

W powyzszym wyrazeniu, mikrostany uktadu réznia sie od siebie tylko liczbg fermio-
néw n = {0,1}. Poniewaz kazdy fermion w rozwazanym stanie kwantowym ma taka

sama energie, €, energia tych mikrostanéw jest rowna ne.

a) b)
| <n;>
=T,
T,=0K
€ = &
' [T g

Rysunek 4.5. a) Rozklad Fermiego-Diraca i b) rozktad Bosego-Einsteina dla kilku wartosci tempera-

tury.

Podstawiajac réwn. (4.173) do wyrazenia na $rednig liczbe czastek w wielkim

rozktadzie kanonicznym (4.145) dostajemy znany wzér na rozklad Fermiego-Diraca:

1

m. (4.174)

(Ny) =

Ponizej omawiamy najwazniejsze wlasnosci tego rozktadu.

1. Wystepujacy we wzorze (4.174) potencjal chemiczny p jest potencjalem calego
gazu fermionowego (np. gazu elektronéw swobodnych w metalu). Stwierdzenie
to wynika z prostego rozumowania: Poniewaz gaz jest w stanie réwnowagi, za-
tem potencjaly chemiczne p, dla réznych stanéw kwantowych o musza by¢

jednakowe, tzn. ug, = u.

2. Na rysunku 4.5! a) przedstawiono wykres funkcji (4.174) dla trzech réznych

wartosci temperatury.



118 4. Rozklady prawdopodobienstw mikrostanéw w fizyce statystycznej

Dla T — 0K rozktad Fermiego-Diraca ma prawie prostokatng postac:

1 dla e<p
(Np)=9 1 dla e=p . (4.175)
0 da e>pu

Oznacza to, ze w temperaturze zera bezwzglednego wszystkie stanu o energiach
mniejszych od p sa obsadzone, za$ wszystkie stany o energiach wigkszych od
1 sa puste. Potencjal chemiczny jest wiec taka energia, ktéra dla T = 0K
oddziela obszar stanéw zajetych od obszaru stanéw pustych. W odniesieniu do

elektronéw p nosi nazwe energii Fermiego i jest oznaczany przez ep.

Dla T > 0K prostokatna posta¢ rozktadu Fermiego-Diraca rozplywa sie. Oczy-
wiscie, niezaleznie od energii stanu kwantowego, $rednia liczba fermionéw (Ny)
jest zawsze mniejsza od 1, ale wraz ze wzrostem temperatury, stany o energii
wigkszej od p staja sie coraz bardziej prawdopodobne, zob. rys. 4.5 b. Zmianom
tym towarzyszy zmiana wartosci potencjalu chemicznego gazu fermionow, tj.
wartosci energii stanéw przy ktérej (Ny) = % Mozna pokazaé, ze w przypadku

gazu elektronéw swobodnych energia Fermiego maleje z temperatura ak 72

3. Na koniec zauwazmy, ze poniewaz rozklad Fermiego-Diraca (4.174) przyjmuje
wartosci z przedziatu [0, 1], mozna go interpretowaé¢ jak prawdopodobiefnstwo

obsadzenia stanu kwantowego o energii €.

4.7.4. Statystyka Bosego-Einsteina

Odpowiednikiem rozktadu Fermiego-Diraca dla bozonéw jest rozktad Bosego-Einsteina.

Opisuje on $rednig liczbe bozonéw w stanie kwantowym o energii €. Wyprowadzenie
rozktadu Bosego-Einsteina jest bardzo podobne do wyprowadzenia rozktadu Fermiego-
Diraca: w pierwszej kolejnosci wyznacza sie wielka sume statystyczng stanu kwan-

towego, a nastepnie korzysta sie ze wzoru na Srednia liczbe czastek w rozkladzie
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wielkim kanoniczym. Bozonéw nie obowiazuje zakaz Pauliego, dlatego wielka suma

statystyczna jest rowna:

e e}
= N B0 L
=) e g et (4.176)
n=0
gdzie n = 0,1,2,... jest liczba bozonéw w rozwazanym stanie kwantowym, w kto-

rym kazdy bozon ma energie e. Podstawiajac réown. (4.176) do wzoru (4.145), po

wykonaniu kilku przeksztalcen, dostajemy rozklad Bosego-Einsteina:

1

<Nb> - eﬁ(a_u) — ]_

(4.177)

Ponizej omawiamy najwazniejsze wtasnosci tego rozktadu.

1. Najwazniejsza uwaga, od ktorej nalezy zaczaé¢ dyskusje rozktadu Bosego-Einsteina
jest to, ze suma w wyrazeniu (4.176) ma skonczona wartosé jedynie wtedy, gdy
potencjal chemiczny gazu bozonéw jest mniejszy od zera 32. Ten wniosek wy-
nika z prostych rozwazan: energia stanu moze by¢ dowolnie mata, cho¢ musi by¢
wieksza od zera, tj. € > 0; z tego powodu, poniewaz € — p musi by¢ wigksze od

zera, wynika, ze p < 0.

2. Mozna pokazaé, ze w granicy niskich temperatur, potencjal chemiczny moze
przyja¢ warto$é réwna zero, tj. p = 0 dla T' < T,. Na rysunku 4.5 b) przedsta-
wiono wykres funkcji (4.177) dla dwéch réznych wartosci temperatury. Z tego
rysunku wynika, ze rozktad Bosego-Einsteina ma asymptote pionowa dla € = p.
Gdy p = 0 wowczas Srednia liczba czastek w stanie o energii € = 0 staje sie

bardzo duza, (Ny) — 0o. Zjawisko to nosi nazwe kondensacji Bosego-Einsteina.

Zostanie omoéwione w ostatnim rozdziale tego skryptu.

32auwazmy, ze w przypadku fermionéw znak potencjatu chemicznego nie mial znaczenia;
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4.8. Termodynamika gazu fotonowego

4.8.1. Promieniowanie cieplne

Ciala stale, np. metale, gdy zostana ogrzane do odpowiednio wysokiej temperatury,
zaczynaja $wieci¢. Swiecenie oznacza emisje promieniowania elektromagnetycznego
o dtugoéci fal z zakresu Swiatta widzialnego. Z doswiadczenia wiemy, ze ciata goretsze
Swieca na niebiesko, a chtodniejsze na czerwono. Obnizanie temperatury cial powoduje
przesuniecie widma promieniowania w kierunku fal dluzszych (nizszych czestosci),
podczerwonych, ktore sa niewidzialne dla oka. W zasadzie, kazde ciato o temperaturze
T > 0K emituje (i absorbuje) promieniowanie elektromagnetyczne z pewnego zakresu

dhugosci fal. Takie promieniowanie nazywamy cieplnym lub temperaturowym.

Okazuje sie, ze dla kazdego ciala mozna okresli¢ funkcje E(v, T), tzw. widmowgq
zdolnosé emisyjng 32, ktoéra zalezy od rodzaju ciata, temperatury i czestosci lub dtugo-
éci fali 3*. Funkcje te definiuje sie nastepujaco: £(v, T)dv jest to ilogé energii wysytana
w postaci promieniowania elektromagnetycznego o czestosci z przedziatu (v, v + dv)

przez jednostke powierzchni ciala o temperaturze T' w jednostce czasu 3°.

Nazwa promieniowanie cieplne odnosi sie do sposobu wytwarzania tego promie-
niowania, ktérego zZrédltem jest chaotyczny, cieplny ruch tadunkéw elektrycznych zwia-
zanych z elementarnymi sktadnikami materii. Z punktu widzenia modelowego, najbar-
dziej naturalne wydaje sie przyjecie, ze ruch ten ma charakter oscylacyjny: Drgajace
tadunki/czastki wysylaja promieniowanie, ktére gdy zostanie zaabsorbowane przez
inne czastki/ladunki pobudza je do drgan. Taki scenariusz przeplywu energii miedzy
materia i promieniowaniem zostal zaproponowany przez Rayleigha i Jeansa, ktorzy

prébowali opisaé¢ prawa promieniowania cieplnego stosujac klasyczne teorie mechaniki

33doktadne badanie promieniowania cieplnego umozliwia spektroskop rozszczepiajacy emitowane

promieniowanie na czestosci sktadowe;

3egestodé: v = T diugosé fali: A = vT = v(v) ™", gdzie v predkosé fali;

35w podobny sposéb mozna zdefiniowaé zdolnosé absorpcyjna cial;
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1 elektrodynamiki. Zalozenie o stanie réownowagi termodynamicznej miedzy drgaja-
cymi tadunkami i wysylanym przez te tadunki promieniowaniem elektromagnetycz-
nym pozwolito im sprowadzi¢ zagadnienie badania fal do badania uktadu klasycznych
oscylatoréw. Niestety okazalo sie, ze o ile zaproponowana przez nich teoria, dla duzych
dtugosci fal, dawala wyniki zgodne z doswiadczeniem, byla ona catkowicie btedna dla
fal krétszych (np. nadfioletowych, stad okreslenie katastrofa w nadfiolecie). Przewi-
dywania tej teorii, wg. ktérej widma emisyjne, £(v, T'), powinny by¢ monotonicznie

rosnacymi funkcjami czestosci, byly tez niezgodne z:

i. empirycznym prawem Wiena, zgodnie z ktérym funkcja £(v,T') ma maksimum,

ktorego polozenie zalezy liniowo od temperatury:

Vmaz X T, (4178)

i. oraz z prawem Stefana-Boltzmanna, wedlug ktérego catkowita zdolno$é emi-

syjna ciala zalezy od temperatury jak

E(T) = /OOO E(w,T)dv o< T*. (4.179)

Teorig, ktora poprawnie opisywala wlasnosci promieniowania cieplnego podal Mazx
Planck (1900 r.), ktéry zauwazyl, ze teoretyczny opis zgodny z doSwiadczeniem uzy-
skuje sie przy zalozeniu, ze oscylatory wytwarzajace promieniowanie elektromagne-
tyczne mogg przyjmowacé tylko pewne wybrane stany energetyczne, a emitowane przez
nie promieniowanie moze by¢ wysytane tylko w okredlonych porcjach. Innymi stowy,
klasyczne oscylatory z teorii Rayleigha-Jeansa zastapit on oscylatorami kwantowymi.
W ten sposéb, na ponad ¢éwieré wieku przed sformutowaniem réwnania Schrodingera

(1926 r.), Planck przewidzial jego rozwiazanie dla oscylatora harmonicznego.

Wyniki uzyskane przez Plancka mialy ogromny wplyw na powstanie mechaniki
kwantowej. Teoria promieniowania cieplnego zaproponowana przez Plancka bardzo

dobrze zgadzata sie z wynikami eksperymentu, jednak konieczne bylo wprowadzenie
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w ramach tej teorii kwantowania energii. Kwantowanie to odnosilo sie jednak tylko
do energii fal elektromagnetycznych. Wyobrazano sobie, ze fale takie maja postaé fal
stojgcych, ktére nazywano modami 36. Jak wiemy, dalsze badania istoty promienio-
wania elektromagnetycznego 37 wykazaly, ze moze ono byé traktowane jako strumier
czgstek - fotonow. W dalszej czesci tego rozdziatlu, oméwimy wiasnosci promienio-
wania cieplnego, wykorzystujac to tego celu metody fizyki statystycznej i taktujac

promieniowanie jako gaz fotonéw.

4.8.2. Rozklad Plancka

Fotony sa bozonami o spinie s = 1. W stanie rownowagi, niezaleznie od warunkéw
zewnetrznych, ich liczba nie jest ustalona (jest zmienna dynamiczna), dlatego przyj-
muje sie, ze potencjal chemiczny fotonéw 3® jest réwny zero, p = 0. Funkcja gestosci
stanéw, g(g), okreslajaca liczbe stanéw fotonéw w przedziale energii (g, € +de) wynosi

(zob. Przyktad 4.15, str. 110):

g(e)de = As?de, (4.180)
gdzie
V

Korzystajac z rozktadu Bosego-FEinsteina, ktéry opisuje sredniag liczbe bozondw,
(Np) (4.177) (str. 119) w pojedynczym stanie kwantowym o energii € mozna obliczy¢
$rednig liczbe bozondéw o energii z zadanego przedziatu. Liczba ta wynosi:

e2de

N(g)de = (Ny) g(e)de = Am,

(4.182)

360 teorii Rayleigha-Jeansa i teorii Plancka mozna przeczywaé w podreczniku Podstawy Fizyki,

W. Bogusz, J. Garbarczyk, F. Krok, Oficyna Wydawnicza PW;
3"m.in. zjawisko fotoelektryczne (1905), efekt Comptona (1923);
38wynika to miedzy innymi stad, ze w stanie réwnowagi pochodne odpowiednich potencjaléw ter-

modynamicznych gazu fotonowego sg réwne zero: g—f, |E v = g—f, rv =0 zob. réwn. (2.7) i (2.26);
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u(v)

Rysunek 4.6. Rozktad Plancka dla kilku wartoéci temperatury.

Nastepnie, podstawiajac w ostatnim wyrazeniu ¢ = hv dostajemy liczbe fotondéw

z zadanego przedzialu czestosci (v, v + dv):

87V vidv

W koncu, korzystajac z zaleznosci (4.183), tatwo dostajemy catkowita energie pro-

mieniowania zwigzanego z fotonami o czestosciach z zadanego przedziatu:

_ 8ThV 13 dv

E(l/, T)dl/ = hl/ N(V) dl/ 63 m

(4.184)

Drzielac ostatnie wyrazenie przez objetodé, V', uzyskujemy gesto$¢ energii promienio-

wania

E(v,T)
Vv

u(v,T) = Ewv,T), (4.185)

ktoéra jest réwnowazna widmowej zdolnoéci emisyjnej ciala o temperaturze T

8th 3

U(V, T) = CTW

(4.186)

Wyrazenie (4.186) nosi nazwe rozkladu Plancka. Na rysunku 4.6 przedstawiono

wykres tego rozktadu dla kilku réznych wartoéci temperatury gazu fotonowego.

Warto wiedzie¢, ze kosmiczne promieniowanie tta, bedace pozostatoscia po Wiel-
kim Wybuchu, spelnia zalezno$é (4.186) dla T' ~ 2.73K lepiej, niz jakikolwiek uktad

badany w laboratorium.



124 4. Rozklady prawdopodobienstw mikrostanéw w fizyce statystycznej

4.8.3. Prawo przesunie¢ Wiena

Zgodnie z empirycznym prawem Wiena, wraz ze wzrostem temperatury, maksimum
zdolnosci emisyjnej cial statych €(v, T) przesuwa sie w strone wysokich czestosci (zob.

rys. 4.6).
Polozenie maksimum rozkladu u(v, T') dostajemy rézniczkujac go po czestosciach
v, a nastepnie przyrownujac otrzymana pochodng do zera, tj.

du(v)
dv

= 32(Ph — 1) — L3 (Bhe’™) = 0. (4.187)
Podstawiajac w ostatnim wyrazeniu
x = Bhy, (4.188)

dostajemy proste réwnanie

(3—x)e” =3, (4.189)
ktoérego przyblizonym (dla e ~ 1+ x) rozwiazaniem jest z ~ 2. Wstawiajac ten
wynik do réwn. (4.188) otrzymujemy znana z do$wiadczenia zaleznosé:

2kpT
Vimaz =~ 5 x T. (4.190)

4.8.4. Prawo Stefana-Boltzmanna

Empiryczne prawo Stefana-Boltzmanna stwierdza, ze catkowita zdolnos¢ emisyjna

ciala zalezy potegowo od temperatury: £(T) oc T*. Poniewaz zdolnogé emisyjna jest
réwnowazna gestosci energii promieniowania elektromagnetycznego, prawo to ozna-

cza, ze réwniez calkowita energia gazu E(T') spelnia podobna zalezno$é.

Calkowita energie gazu fotonéw mozna wyznaczy¢ wykonujac ponizsze catkowa-

nie:

E(T) = /Ooos (Ny) g(e)de = A/OOO 6653— - de. (4.191)
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3 4
Korzystajac w powyzszym wyrazeniu z wyniku calki specjalnej: [5° dx f 1= %,
6 —
dostajemy szukang zaleznosc¢:
E(T) < T*. (4.192)

4.8.5. Réwnanie stanu gazu fotonowego
Réwnanie stanu dla gazu fotonowego wyprowadzimy korzystajac z definicji wielkiego
potencjalu termodynamicznego w wielkim rozkladzie kanonicznym (4.147) (str. 112):
pV =kgTInZ. (4.193)
W tym celu nalezy wyznaczy¢ logarytm wielkiej sumy statystycznej, In =, bada-

nego gazu. Zaktadajac, ze fotony w gazie sg niezalezne i wykorzystujac ceche multi-

plikatywnosci dostajemy:
mE=m][Z=> &, (4.194)
b b

gdzie iloczyn (odpowiednio suma) po b odnosi si¢ do wszystkich, pojedynczych bo-
zonéw w gazie, dla ktérych (kazdego z osobna) wielka suma statystyczna jest dana

réwn. (4.176), str. 119. Nastepnie, korzystajac z funkcji gestosci standw:
gle) = Ae?,  por. z réwn. (4.180), (4.195)

réwn. (4.194) mozna przedstawi¢ w postaci:

Inz = —/oolnu—e—ﬂf)g(g)dg (4.196)
0
_ R R P
_ [ln(l T +36/0 e de (4.197)
- g /0 e (V) g(s)dsng(T), (4.198)

gdzie E(T) (4.191) jest calkowita energia badanego gazu.

W koncu, wstawiajac rown. (4.198) do (4.193) dostajemy szukane réwnanie stanu:

E
PV =3 (4.199)
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4.9. Model Isinga

4.10. Pytania kontrolne

1.

10.

11.

12.

13.

14.

O czym moéwi hipoteza ergodyczna?

Co to jest rozklad mikrokanoniczny i do opisu wlasnosci jakich uktadéw sie go

wykorzystuje?
Podaj i oméw wzor Boltzmanna.

Co to jest zespdl kanoniczny? Podaj wzor na rozklad kanoniczny opisujacy

prawdopodobienstwo mikrostanu w tym zespole.

WyprowadZ wzor na $rednia energie w rozktadzie kanonicznym.

Co to znaczy, ze suma statystyczna ma ceche miltiplikatywnosci?
Co opisuje rozktad Boltzmanna, a co rozktad Maxwella?

Co opisuje funkcja gestosci stanéw? Podaj przyktady takiej funkcji.

Podaj wzér na rozkiad prawdopodobienstwa mikrostanéw w zespole wielkim

kanonicznym. Do opisu jakich uktadéw stosuje sie ten rozktad.

Pokaz, ze wzoér opisujacy Srednig liczbe czastek w zespole wielkim kanonicznym

ma postaé: (N) => o N(Q)P(Q) = %ag;g

Co to jest rozktad Fermiego-Diraca. Podaj wzér i oméw wlasnoéci tego rozktadu.

Co to jest rozkltad Bosego-Einsteina. Podaj wzor i oméw wlasnoéci tego roz-

ktadu.
Co opisuje funkcja £(v,T') nazywana widmowsa zdolnoscia emisyjna ciata?

Co opisuje rozktad Plancka? Podaj wzér i naszkicuj rysunek.
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15. Podaj (i jesli potrafisz wyprowadz) réwnanie stanéw dla gazu fotonéw. Czy

réwnanie to rézni sie od rownania stanu dla klasycznego gazu doskonalego?

4.11. Przykladowe zadania

1. Klasyczny gaz doskonaty ztozony z N czastek zostal umieszczony w szeSciennym
naczyniu o objetoéci V' = L3. Wyznacz $rednia energie gazu. Zaléz, ze badany

gaz moze wymieniaé energie z otoczeniem o temperaturze T

2. N niezaleznych i rozréznialnych momentéw magnetycznych (prosty model pa-

ramagnetyka) ma temperature 7. Ile wynosi §rednia magnetyzacja tego ukladu.

3. Wyznacz $rednig energie uktadu ztozonego z 3 rozréznialnych i niezaleznych
czastek, z ktérych kazda moze przebywaé¢ w jednym z dwoch stanéw, o energiach

réwnych: 0, 2¢. Temperatura T" uktadu jest stala i znana.

4. Wyznacz Srednia energie uktadu zlozonego z 2 rozréznialnych i niezaleznych
czastek, z ktorych kazda moze przebywaé w jednym z trzech stanéw, o energiach

rownych: 0, € i 2¢. Zaléz, ze temperatura uktadu jest stata i réwna T

5. Zbadaj uktad ztozony z trzech fermionéw bedacych w kontakcie z otoczeniem
o temperaturze T. Zal6z, ze kazdy fermion moze przebywaé¢ w jednym z czte-
rech stanéw kwantowych o energiach réwnych a, b, c oraz d. Wypisz wszystkie
mikrostany ukladu. Wyznacz jego sume statystyczna. Oblicz Srednig energie i

$rednig liczbe fermionéw w stanie o energii a.

6. Rozwaz uklad sktadajacy si¢ z dwoch bozonéw i bedacy w kontakcie z otocze-
niem o temperaturze T. Zaléz, ze bozony moga przebywaé trzech stanach o
energiach réwnych 0, a,2a. Wypisz wszystkie mikrostany uktadu, oblicz $red-
nig liczbe bozonéw w stanie o energii a. Oblicz Srednia energie tego uktadu w

temperaturze T
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10.

Rozwaz uktad N niezaleznych i rozréznialnych czastek, z ktérych kazda moze
przebywaé¢ w jednym z dwoch mikrostanéw o energiach: £e. Oblicz S$rednia
energie tego uktadu w temperaturze T'. Czy rozwigzanie zadania zmieni sie gdy

bedziemy rozwazaé ukltad czastek nierozréznialnych?

Wyznacz $rednig liczbe czastek w ukladzie otwartym o statej temperaturze T i
potencjale chemicznym p. Przyjmij, ze kazda czastka w tym uktadzie ma energie
rowng . Zaléz, ze czastki sa bozonami, tzn. w uktadzie moze przebywaé dowolna

liczba czastek.

Wyznacz $rednig liczbe czastek w ukladzie otwartym o statej temperaturze T i
potencjale chemicznym p. Przyjmij, ze kazda czastka w tym uktadzie ma energie
rowna €. Zaldz, ze czastki sg fermionami tzn. w uktadzie moze przebywaé co

najwyzej jedna czastka.

Wyznacz érednia liczbe czastek zwanych hermionami w ukladzie otwartym o
stalej temperaturze T i potencjale chemicznym p. Przyjmij, ze hermiony spel-
niaja tzw. zasade Pottera, ktéra méwi, ze w tym ukladzie moga przebywaé co
najwyzej dwie czastki. Energia pojedynczego hermionu w badanym uktadzie

wynosi €.



