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Wyprowadzenie rozktadu kanonicznego

Zespét kanoniczny i rozktad kanoniczny

Zespo6t kanoniczny to zespét statystyczny stosowany do opisu termodynamicznych wtasnosci uktadéw
zamknietych, ktére moga wymieniaé energie z otoczeniem o statej temperaturze. J

Natomiast rozktad kanoniczny P(S2) opisuje czesto$¢, z jaka konkretne mikrostany €2 badanego uktadu
pojawiaja sie w tym zespole. J
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Wyprowadzenie rozktadu kanonicznego

Wyprowadzenie rozktadu kanonicznego: oznaczenia

otoczenie

Umowa dotyczaca oznaczen:

i. zmienne opisujgce stan otoczenia s3 wyréznione znakiem prim

np. E’ - energia otoczenia, S’ - entropia, W' - prawdopodobieristwo termodynamiczne, Q) - mikrostan;

i. zmienne odnoszace si¢ do izolowanego naduktadu s3 wyréznione dolnym indeksem ¢,
np. By, Q;
iii. w koncu, zmienne opisujace stan badanego uktadu to,

np. E,Q.
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Wyprowadzenie rozktadu kanonicznego

Wyprowadzenie rozktadu kanonicznego (1)

Zatézmy, ze badane mikrostany: €, Q' i €, maja charakter dyskretnych zmiennych losowych.
Ponadto zatézmy tez, ze otoczenie > uktad.

Jedli badany ukfad ma energie réwna E oznacza to, ze energia otoczenia jest réwna
E'=FE, - E.

Woynika stad, ze prawdopodobieistwo P(E), ze badany ukfad jest w stanie o energii E, jest réwne
prawdopodobieistwu P’ (E’), ze otoczenie ma energie E’, tj.

P(E) = P(E').

Nastepnie, zaktadajac ze wszystkie mikrostany uktadu o tej samej energii sa réwnoprawdopodobne, dostajemy:
P(Q) < P'(E"), (1)

gdzie P(2) oznacza prawdopodobiefistwo, ze uktad jest w mikrostanie Q o energii £(Q) = B, — E'.
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Wyprowadzenie rozktadu kanonicznego

Wyprowadzenie rozktadu kanonicznego (2)

P’(E’) jest proporcjonalne do liczby mikrostanéw, w ktérych otoczenie ma energie E':

s/ (")
PU(E) <« W(E')=e¢ FB o)
gdzie S’(E') jest entropia dana wzorem Boltzmanna.
v
Entropie S’ (E’) rozwijamy w szereg Taylora w poblizu wartoéci E’ = E, i zachowujemy jedynie
dwa pierwsze wyrazy tego rozwiniecia:
05’
S'(E'Y = S'(E:)+ (B'—E)+ ... 3)
OE'
1
~ S'(BEy) - —E. 4
(B) - = )
v
Podstawiajac ostatnie wyrazenie do zaleznosci P(€2) o P’(E’) dostajemy rozkfad kanoniczny:
P(Q) x e PEE  odzie B = (kpT) . (5)
v
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Wiasnosci rozktadu kanonicznego

WHtasnosci rozktadu kanonicznego: Suma statystyczna

W rozktadzie kanonicznym, prawdopodobienstwo dowolnego mikrostanu €2 zalezy od energii uktadu w tym
mikrostanie £(2):
e~ PE()

P(Q):W7

(6)

gdzie:
o 3 = (kgT) ' nazywa sie zredukowang temperatura,

—BE(Q)

Qe nosi nazwe czynnika boltzmannowskiego,

@ Z(f3) jest tzw. suma statystyczna, ktéra wyznacza si¢ z warunku unormowania funkgcji P(£2).

W przypadku dyskretnych mikrostanéw Z(3) jest zdefiniowana jako:

dor=1 = zE) =) . @)
Q

Q

Okazuje sie, ze jesli chcemy opisywaé wtasnosci uktadéw fizycznych, wykorzystujac do tego celu idee zespotu
kanonicznego, znajomos$¢ sumy statystycznej jest sprawa kluczowa.
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Multiplikatywnos$¢ sumy statystycznej

Niestety, w wielu przypadkach doktadne wyznaczenie sumy statystycznej jest zadaniem bardzo trudnym.
Zadanie to znaczaco upraszcza sie, gdy badany uktad mozna podzieli¢ na czesci, ktére sa od siebie niezalezne.

W takich przypadkach, gdy energia uktadu jest suma energii jego nieoddziatujacych czesci, tzn.

E=FEi+ B+ + En, (®)
suma statystyczna ukfadu traktowanego jako cato$¢ jest iloczynem sum statystycznych tych czesci, tj.
7z = § e B(E1+E2+...Bn) )
Q1,929,...,2p
- E e PE1 E e PE2 E e PP = 7,7, ... 2, (10)
2 22 Qn
v
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Wiasnosci rozktadu kanonicznego

Funkcja gestosci standéw

Opisywany uktad moze mie¢ wiele mikrostanéw, w ktérych jego energia jest réwna E. W zespole kanonicznym,
wszystkie te mikrostany sa réwnoprawdopodobne, dlatego prawdopodobieristwo, ze uktad ma okreslona energie
E wynosi:

e—BE(Q)

75 (11)

P(E) = g(E)

gdzie g(E) jest tzw. funkcja gestosci standw.

W przypadku dyskretnych mikrostanéw, g(E) okresla liczbe stanéw o zadanej wartosci energii.

W przypadku ciagtych mikrostanéw, g(E)dE jest liczba stanéw o energii z przedziatu (E, E + dE).
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Wiasnosci rozktadu kanonicznego

Srednia energia w rozktadzie kanonicznym

Srednia warto$¢ energii jest opisana wzorem:

OlnZ
(B) = — a5 (12)
v
Wyprowadzenie wzoru (12):
e—BE(Q)
(B) > E@r@=) B (13)
Q Q
% Z E(Q)e PEE) (14)
Q
! _9 ) -sE@
Z(3) Z ( ag) N (%)
Q
L (.9 o BE(Q)
Z(8) ( Bﬁ) Z (16)
Q
L (—3> 2(8) )
Z(B) B
_ 2 Z(8). (18)
B
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Wiasnosci rozktadu kanonicznego

Odchylenie standardowe obserwowanych wartosci energii £(2) od (E)

Mozna pokazaé, ze

2 2 2

oy = (E7) —(E) (19)

INE NE) (98"
— _L:_L 98 = kpT?Cv, (20)
op oT oT
gdzie Cy = dE/dT jest pojemnoscia cieplna ukfadu przy statej objetosci.

v
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Wiasnosci rozktadu kanonicznego

Energia swobodna Helmholtza, ci$nienie, entropia, potencjat chemiczny

W zespole kanonicznym, logarytm sumy statystycznej definiuje energie swobodna Helmholtza:

F=—kpTlZ. (21)

Przypomnijmy, ze w réwnowadze termodynamicznej, gdy T, V, N = const, uktady fizyczne minimalizuja te
funkcje stanu. Jesli potrafimy wyznaczy¢ sume statystyczng (7) uktadu, co w odniesieniu do uktadéw
termodynamicznych sprowadza sie do wyznaczenia jego energii swobodnej F'(T, V, N'), wtedy rézniczkujac ja
po réznych parametrach bedziemy mogli m.in. wyznaczy¢ entropie, ci$nienie i potencjat chemiczny tego uktadu:

oF
s = (—) = —kp(ln P(Q)), (22)
aT )y x
- — kpr?2? (23)
= v )N P TV
OF OlnZ
- (& = kpT . 2
s (6N>TV BLTON 24
v
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Przyktad: Prosty model paramagnetyka

Przyktad 4.9

Zbadaj termodynamiczne wtasnosci uktadu N niezaleznych momentéw magnetycznych umieszczonych
w termostacie o temperaturze T'. Wyznacz $rednia energie (E) oraz $redniag magnetyzacje (M) tego

uktadu. Zatéz, ze energia pojedynczego momentu jest réwna €; = —puos; B, gdzie state pg i B maja
takie same znaczenie, jak w przyktadzie 4.3.
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Przykfady

Przyktad: Gaz doskonaty

Przyktad 4.10

Klasyczny gaz doskonaty ztozony z N czastek zostat umieszczony w szesciennym naczyniu o objetosci V = L3,
Wyznacz $rednia energig, ci$nienie, entropie oraz potencjat chemiczny gazu. Zatéz, ze badany gaz moze
wymieniaé energie z otoczeniem o temperaturze T'.
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Pytania kontrolne

Pytania kontrolne

@ Co to jest zesp6t kanoniczny? Podaj wzér na rozktad kanoniczny opisujacy prawdopodobienstwo
mikrostanu w tym zespole.

@ Wyprowadz wzér na $rednia energie w rozktadzie kanonicznym.

© Co to znaczy, ze suma statystyczna jest miltiplikatywna?
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