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Rozktad wielki kanoniczny

Zespét wielki kanoniczny i rozktad wielki kanoniczny

Zespo6t wielki kanoniczny to zespét statystyczny stosowany do opisu termodynamicznych wtasnosci uktadéw,
ktére moga wymieniac z otoczeniem energie i czastki. Badajac takie uktady zaktada sig, ze ich otoczenie ma
ustalong temperature i potencjat chemiczny: T', © = const.

Natomiast rozktad kanoniczny P(2) opisuje czestos¢, z jaka konkretne mikrostany Q badanego uktadu
pojawiaja sie w tym zespole. J

Rozktad wielki kanoniczny ma posta¢:

o~ BE(Q)+BuN(Q)

P(Q) = - (1)
(B, 1)

gdzie

=8, p) = E e PE)+BuN(Q) 2

Q
jest tzw. wielkg sumg statystyczng, ktéra petni bardzo wazna role w opisie termodynamicznych wtasnosci
uktadéw otwartych.
v
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elkiego rozktadu kanonicznego

Witasnosci wielkiego rozktadu kanonicznego: $rednie po rozktadzie

Srednia liczba czastek:
10In=E
(N) =D N@PE©) = 55, @)
Q
Srednia energia:
Oln=
(B) =) B@PE@) = ~=52= + u(N). @
Q
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Witasnosci wielkiego rozktadu kanonicznego

Logarytm wielkiej sumy statystyczne;j

Wielki potencjat termodynamiczny

Mozna pokazaé, ze logarytm wielkiej sumy statystycznej w wielkim zespole kanonicznym, definiuje
wielki potencjat termodynamiczny:

® =pV = —kpTIn=E. (5)

W wielu wypadkach powyzsze réwnanie mozna traktowaé jak réwnanie stanu.
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Witasnosci wielkiego rozktadu kanonicznego

Multiplikatywnos$¢ wielkiej sumy statystycznej

Wielka suma Z(3, ) wystepujaca w rozktadzie wielkim kanonicznym, ma ceche multiplikatywnosci, tak samo, jak zwykta suma
statystyczna Z([3) wystepujaca w rozktadzie kanonicznym. J

Korzystajac z tej cechy mozna na przyktad pokazad, ze wielka suma statystyczna, =, ukfadu otwartego sktadajacego si¢ z
nieoddziatujacych i nierozréznialnych czasteczek oraz bedacego w kontakcie z otoczeniem o statej temperaturze i statym
potencjale chemicznym, T', u = const, moze by¢ zapisana w postaci:

B
E(B, ) = e 71, (6)

gdzie Z1 () oznacza zwykfa (tj. kanoniczna) sume statystyczna pojedyncze]j czasteczki w tym uktadzie.

8,0 = Z;B(Em)—w(n)) @
Q
— Zeawze—w(ﬂm @)
N=0 QN
- ZEB“N (%mmm) ©
N=0
= Y 5 (rne) " = ewtr o). (10)
N=0
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Przyktad: Klastyczny gaz doskonaty

Oblicz wielka sume statystyczna klasycznego gazu doskonatego o temperaturze T' i potencjale chemicznym . Wyznacz $rednia
liczbe czasteczek gazu w objetosci V' oraz znajdz ich $rednia energie. Zatdz, ze czasteczki gazu sa nierozréznialne. J

Wielka sume statystyczna klasycznego gazu doskonatego wyznaczamy z wyprowadzonego przed chwilg wzoru:
2(8, 1) = exple”" 21 (8, V)], (1)
gdzie
\%4
Z1(B,V) = B (12)

jest zwykta suma statystyczna pojedynczej czasteczki gazu, zas

2
A=a@ =/ 2, a9

reprezentuje dtugos¢ fali de'Broglie’a, ktéra zalezy od temperatury gazu.

y
Srednia liczbe czasteczek gazu w objetosci V' wyznaczamy ze wzoru (3):
190lnE 1%
N :——:eﬂ“Z ,V =e[3“—, 14
() = 2= 18, V) = (14)
za$ $rednia energie gazu ze wzoru (4):
dIn= 87, 102, dln Z,
(B) = - Ny = =P = (—ePz) (- ) = ()T = (N)Ge), (19)
B 9B Z, o8 o
gdzie (e) = %k:BT Jjest $rednia energia pojedynczej czasteczki.
y
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Statystyki kwantowe
W wielu zastosowaniach niezbedna jest znajomos¢ $redniej liczby okreslonych czastek kwantowych (np. elektronéw, fotonéw,

fononéw ...) w poszczegdlnych stanach kwantowych. Informacji takiej dostarczaja statystyki kwantowe, ktére mozna wyprowadzi¢
z wielkiego rozktadu kanonicznego.

Statystyki kwantowe opisuja $rednie liczby czastek w stanach kwantowych o zadanej energii. Statystyki te wyprowadza sie
traktujac pojedyncze stany kwantowe jak ukfady otwarte (tj. takie, ktére moga wymienia¢ czastki z innymi stanami kwantowymi).

Mozna pokazaé, ze érednia liczba czastek w stanie o energii € zalezy od tego, czy rozwazane czastki sa fermionami, czy bozonami
(tzn. czy spetniaja zakaz Pauliego, czy nie), i jest réwna:
1

eBle—n) +1° (16)

(Ngp) =

gdzie gérny znak, +, odnosi sie do fermionéw ('f’), a dolny, —, do bozonéw ('b’).

a) b)
(m) T,>T>T,=0K
1
) TNUTN [T=0
) : 81 :
: [T W

Rysunek: a) Rozkfad Fermiego-Diraca i b) rozktad Bosego-Einsteina dla kilku wartoéci temperatury.

.
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Rozktad Fermiego-Diraca

Zakaz Pauliego: J

W dowolnym stanie kwantowym moze przebywa¢ co najwyzej jeden fermion, n = 0, 1.

Wielka suma statystyczna stanu kwantowego:

1
gy = § /‘e—/ﬁ(s—m’m =14 e Ble—n) (17)
n=0
y
Srednia liczba fermionéw w stanie kwantowym o energii :
(N7 10InEy; 1 (18)
773 T on T eBlemm 11
v
Whtasnosci rozktadu Fermiego-Diraca
... zostaty omdwione w skrypcie, str. 117. J
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Rozktad Bosego-Einsteina

Zakaz Pauliego ...

nie dotyczy bozondéw. W dowolnym stanie kwantowym moze przebywa¢ ich dowolna liczba, n = 0,1, 2, ....

Statystyki kwantowe Rozktad Bosego-Einsteina

Wielka suma statystyczna stanu kwantowego:

o
= _ —B(e—p)n LSO ! 19
b Z 1= e BG—m’ o)
n=0
y
Srednia liczba bozonéw w stanie kwantowym o energii ¢:
(ND) 190InEy 1 (20)
VT8 Ton eBe-m 1
V.

Whtasnosci rozktadu Bosego-Einsteina

... zostaty oméwione w skrypcie, str. 119.
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Pytania kontrolne

Pytania kontrolne

© Podaj wzér na rozktad prawdopodobiefistwa mikrostanéw w zespole wielkim kanonicznym. Do opisu jakich
ukfadéw stosuje sie ten rozktad.

@ Pokaz, ze wzér opisujacy Srednig liczbe czastek w wielkim rozktadzie kanonicznym ma postac:

(V) = N@QP@) = 1oz
Q

B Oou

© Co to jest rozktad Fermiego-Diraca. Podaj wzér i oméw wtasnosci tego rozktadu.

@ Co to jest rozktad Bosego-Einsteina. Podaj wzér i oméw wiasnosci tego rozktadu.
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