Grawitacja



Pole Grawitacyjne

Prawo powszechnego cigzenia opisuje site z jakg oddziatujg dwie masy punktowe oddalone o r. Kierunek i zwrot sity
grawitacji, bo tak jg okreslamy, jest przedstawiony na rysunku.

mm
F, = G :_22

G jest statg grawitacji a r odlegtoscig miedzy masami (w
przypadku ciat kulistych — miedzy Srodkami tych mas).
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Mozemy powiedziec¢, ze obiekt posiadajgcy mase wytwarza wokot siebie pole grawitacyjne i za posrednictwem tego pola
oddziatuje na inny obiekt obdarzony masg, ktory znajduje sie w pewnej od niego odlegtosci. W takim przypadku wygodnie
jest wprowadzi¢ pewng wielkos¢, ktéra bedzie charakteryzowata to pole, a ciato bedgce przyczyng tego pola nazwac

zrodtem pola grawitacyjnego.
Jezeli ciato o masie M jest Zzrodtem pola i w tym polu umiescimy ciato o niewielkiej masie m, to mozemy zdefiniowac¢
wielkos¢ (wektorowg), ktérg nazwiemy natezeniem pola grawitacyjnego:

Z powyzszej definicji natezenia pola grawitacyjnego wynika, ze ma ono

taki sam kierunek i taki sam zwrot jak wektor sity grawitacji. %
. . . o Mm "!r
Poniewaz dla ciata na powierzchni Ziemi F = G? = mg /
—
4

to wartos¢ natezenia pola grawitacyjnego jest rowna _a=G M y
przyspieszeniu grawitacyjnemu na powierzchni Ziemi: Y=8= R?2
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Geoida

Teoretyczna powierzchnia, na ktorej potencjat sity ciezkosci Ziemi jest staty, rbwny potencjatowi sity ciezkosci na Srednim
poziomie morz otwartych i przedtuzong umownie pod powierzchnig lgdéw.

Jako powierzchnia ekwipotencjalna, geoida w kazdym swym punkcie jest prostopadta do kierunku sity ciezkosci (lokalnego
pionu). Pojecie wprowadzit w 1873 roku niemiecki matematyk Johann Benedict Listing.

Earth's Gravity Field Ancmalies [miligals)
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1. Ocean Wybrane wartos$ci przyspieszenia ziemskiego [m/s?]
_ normalne - 9,80665

3. Pion lokalny rownik _ 9.78030

4. Kontynent Warszawa - 9,8123

5. Geoida Krakow -9,8105
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The geoid is the shape that the surface of the oceans would take under the influence of Earth's gravity and rotation alone, in the

absence of other influences such as winds and tides.

Geoida

Variations in the height of the geoidal surface are related to density anomalous distributions within the Earth.

Geoid measures help thus to understand the internal structure of the planet.
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Zadanie 1
Obliczy¢ zaleznosc¢ przyspieszenia sity ciezkosci od gtebokosci (odlegtosci mierzonej do srodka Ziemi) znajac
przyspieszenie na jej powierzchni.

Rozwiagzanie
Jako h oznaczamy gtebokosc¢.

Wartosc¢ przyspieszenia wewnatrz planety zalezy tylko od masy Ziemi znajdujgcej sie w kuli o promieniu R-h:
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M, to masa kuli jest wyrazona przez (zaktadamy jednorodny rozktad gestosci naszej planety):
4
M,., ZETC(RZ ~h) p
Wykorzystujgc przyspieszenie g na powierzchni Ziemi mamy: 4
M, =3k p

4
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Po podstawieniu wyznaczonej gestosci do wzoru na mase M,,,, otrzymujemy:

M, =(R

wew

_h)3i
GR

z
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Przyspieszenie sity ciezkosci w funkcji gtebokosci jest zatem opisane zaleznoscia:

)= (e~ r )L

Z
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Zadanie 2

Zaktadajgc, ze masa Ksiezyca jest n razy mniejsza od masy Ziemi, obliczy¢ ile razy dtuzej spada ciato z tej
samej wysokosci na Ksiezycu w stosunku do Ziemi. Przyjgé gestos¢ masy Ziemi i Ksiezyca jako jednakowe.

Rozwigzanie
Wysokosci z jakich spada ciato sg takie same. Mozemy zapisac je jako drogi w ruch jednostajnie przyspieszonym:
2
h 9t e St
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Obliczajgc stosunek czasu spadania na Ksiezycu do czasu spadania na Ziemi mamy:

gdzie przez n oznaczyliSmy stosunek masy Ziemi do masy Ksiezyca. Stosunek mas jest rowny stosunkowi

promieniu obu ciat niebieskich w trzeciej potedze (wynika to wyrazenia na objetos¢ kuli i zatozenia o jednakowej
gestosci Ziemi i Ksiezyca):

3
4
n:M:[E] M=oV = plinrs
M, R
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Wykorzystujgc powyzsze wyrazenie otrzymujemy: — =Nn--n =n

[
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Sita grawitacyjna jest sitg zachowawczg. Energia potencjalna ciata 0 masie m znajdujgcego sie w polu grawitacyjnym
Ziemi (lub innej planety) mozna wyrazi¢ wzorem:

E — Mm Przyjmujemy konwencje w ramach ktérej energia potencjalna w
p— G r nieskonczenie duzej odlegtosci (r —»o) wynosi 0.

Jezeli ciato porusza sie w matej odlegtosci od powierzchni Ziemi, wtedy mozemy postuzycC sie przyblizonym wzorem na

energie potencjalng w postaci:

gdzie h jest wysokoscig, na ktérej znajduje sie ciato liczonej

wzgledem powierzchni Ziemi lub innego, zblizonego do

[ E = mgh } powierzchni Ziemi (planety), poziomu odniesienia. Nalezy
pamietaé, ze powyzsze przyblizenie jest stuszne tylko gdy

odlegtosé h jest duzo mniejsza od odlegtosci od srodka

Ziemi (h<<R))

Ciato, ktéremu nadamy predko$¢ na powierzchni Ziemi moze spasc¢ na Ziemie, moze zaczg¢ okrgzac Ziemie po orbicie o
statym promieniu lub opusci¢ zupetnie pole przyciggania ziemskiego. Predkos¢ jakg nalezy nadac ciatu, by okrgzato
Ziemie po orbicie o stalym promieniu o promieniu zblizonym do promienia Ziemi, nazywamy pierwsza predkoscia
kosmiczng aby opuscito pole przyciggania ziemskiego — druga predkoscig kosmiczna.

. . .. . . Warto$¢ drugiej predkosci kosmicznej
Wartosc¢ pierwszej predkosci kosmiczne : o [ . :
mozemy 5zyskaé grgyséwnujac site : J; Osltarglrglvr;?;r;;jsgzc(l)k%secrﬁ ucieczki z
grawitacji do sity dosrodkowej: '

Energia kinetyczna ciata
opuszczajgcego pole grawitacyjne
Ziemi musi by¢ co najmniej rowna
energii potencjalnej na powierzchni
Ziemi
mMz _my;
R, 2

GM
w=\["g F=VoR=79km/s v, = /2GM - J2gR,=11.2km/s
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Z czego otrzymujemy dla r = R;:
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Prawa Keplera

. Pierwsze prawo Kelpera: Wszystkie planety poruszajg sie po orbitach w ksztatcie elipsy, w ktérej ognisku znajduje
sie Stonce

. Drugie prawo Kelpera: Linia tgczgca planete ze Stoncem zakresla w jednakowych odstepach czasu jednakowe pola
powierzchni orbity, dS/dt = const .

. Trzecie prawo Kelpera: Kwadrat okresu ruchu kazdej planety na orbicie wokét Stoica jest proporcjonalny do

2
szescianu potosi wielkiej tej orbity, T2 ~ a®. Dla orbity kotowej T2 = ( 27;\/[ ) 3
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Zadanie 3

Srednia odlegto$é planety Wenus od Storica wynosi dw=108 208 926 km, Ziemi d ;=149 597 890 km, a Marsa
dy= 227 936 637km. Obliczy¢ okresy obiegu Wenus i Marsa dookota Stonca.

Rozwigzanie

Z trzeciego prawa Keplera dla Wenus i Ziemi wynika:

dv' _Tw
d, T/

Podstawiajgc T,=1 rok mamy: Tw — /% =0.615 |at
z

Stosujgc analogiczne rozumowanie dla Marsa mamy: TM =

2 3
TZ M

> — =1.88 |at
d;
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GPS, grawitacja i teoria wzglednosci

Error margin for position predicted by GPS is 15m. So GPS system must keep time with accuracy of
at least 15m /c which is roughly 50ns.

So 50ns error in timekeeping corresponds to 15m error in distance prediction.
Hence, for 38us error in timekeeping corresponds to 11km error in distance prediction.

If we do not apply corrections using GR to GPS then 385 error in timekeeping is introduced PER
DAY.

You can check it yourself by using following formulas

Ty = —2 ...clock runs relatively slower if it is moving at high velocity.
»2
e
Ty = —2— _clock runs relatively faster because of weak gravity.
1 XM

c2R

T} =7 microseconds/day

T5 = 45 microseconds/day

T> — T1 = 38 microseconds/day

use values given in this very good article.
And for equations refer to hyperphysics.
So Stephen Hawking is right! :-)
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GPS, grawitacja i teoria wzglednosci

Time Dilation Effects on Earth
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