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Zadanie 1
Na spoczywajgcg czgstke zaczyna dziataé stata sita. Jakg predkos¢ uzyska czgstka, gdy sita wykona prace W?

Poréwnaj rozwigzanie klasyczne i relatywistyczne.

Rozwiagzanie klasyczne:
2
Energie kinetyczng przyréwnujemy do wykonanej pracy MV /as w _ 2w
2 - — I/k/as - mo
Rozwigzanie relatywistyczne:

Energia kinetyczna wynosi : /1C> — /77002, czyli: M — m002 =W

w
m,c? 2w \ 2 |\ 2m,c?
—— - mOC2 =W — V eiat. = m, ’ ,/,/0

1+ M/2 1+
m,c
W - l/k/as ’
1-Y 1+ 5 1+
myc

2

2 moc

C

Z poréwnania rozwigzan wynika, ze wzér relatywistyczny przechodzi we wzor klasyczny, gdy spetniony jest warunek

W << /77002, a zatem gdy praca wykonywana przez site przyspieszajacg jest znacznie mniejsza od energii spoczynkowej
przyspieszanej czgstki. Wynika stad, ze obok znanego kryterium stosowania mechaniki relatywistycznej, gdy predkosé
ciata jest bliska predkosci swiatta w prézni ¢, mozna sformutowac drugie kryterium, ktére méwi, ze mechanike
relatywistyczng stosujemy wtedy, gdy energia dostarczona ciatu jest, co najmniej bliska jego energii spoczynkowe;j.



Przyktad: \Wezmy jako czastke elektron o masie spoczynkowej /1, =9,1-10°"kg itadunku e =16-10"°C przyspieszany
w polu elektrycznym (statg sitg). Energie spoczynkowg elektronu mozna obliczy¢ ze wzoru:

E,=m,c?~91-10°kg-9-10"° m*/s* ~8,19-10"*J ~ 0,51-10°eV/ = 0,51MeV/

Przypomnijmy, ze uzywana w fizyce atomowej, relatywistycznej i jgdrowej wygodna jednostka energii elektronowolt [eV] jest
zdefiniowana jako energia, ktdra uzyskuje tadunek elementarny € =16-10"°C przebywajac roznice potencjatéw U =1V,
czyli 1eV =16-10"J. Wskutek przebycia drogi, dla ktérej réznica potencjatéw wynosi U elektron uzyskuje energie
kinetyczng rowng pracy wykonanej przez pole elektryczne W = eU. Rozwazmy dwa przypadki:

1.Elektron przyspieszany w lampie kineskopowej w réznicy potencjatéw U, = 25 kV uzyskuje energie W, = elU, = 25keV/

w, 140025 g6

~ 0,05 zatem Vi=Vyias"
m,c? * 1+0,05

gdzie V,,..~0,31c
Réznica miedzy wartoscig predkosci koncowej obliczong klasycznie i relatywistycznie jest niewielka.

2.Elektron przyspieszany w akceleratorze van de Graaffa w réznicy potencjatow U, = 25 MV uzyskuje energie

W, = eU, = 25MeV/ wiee Y2 <50
m,c?

J1+250
1+50

stad: V, =V, .- V.- 0,1
gdzie V..~ 9,9cC

W tym przypadku warto$¢ predkosci koncowej obliczona ze wzoru klasycznego jest oczywiscie nonsensowna.



Zadanie 2
Czagstka o masie spoczynkowej m, porusza sie z takg predkoscia, ze jej czas zycia obserwowany w ukfadzie
laboratorium jest trzy razy dtuzszy niz sredni czas zycia tej czastki zmierzony wtedy, gdy czastka jest w
spoczynku. Oblicz energie kinetyczng i predkos¢ tej czgstki oraz jej ped.
Rozwigzanie

Zaleznos$¢ miedzy czasem wtasnym 7 a czasem mierzonym w laboratorium t:

T

V2 t=3r—>y=3
1--3
(o

t=yr=

Energia kinetyczna wynosi: £y = mc® —myc? = myc*(y —1) = 2myc*

Aby obliczy¢ predkosc¢ skorzystamy ze wzoru: ——=3 >V =——C

Ped mozna obliczy¢ na dwa sposoby
1. z zalezno$ci miedzy energig catkowita, pedem i energig spoczynkowa: £ = ,0202 + (/77002)2
p’c?=E*-mic’ = (moczy)2 —mict =mict (7/2 — 1)

p=22m,c

2. Z definicji pedu:
p=mv=myyv =2\2m,c



Zadanie 3
Obserwator O widzi dwa identyczne statki kosmiczne zblizajgce sie do niego z dwéch stron z predkoscia v =0,8¢

Dtugos¢ wtasna statku wynosi d = 10 m. Jakg dtugosc¢ jednego z pojazdéw obserwuje pilot drugiego pojazdu?

Rozwigzanie

Trzeba obliczy¢ predkos¢ jednego ze statkdw wzgledem drugiego.

y=tatle 18 o 9760
1+ 122 14+ 0,6420
c c

Dtugosc¢ jednego pojazdu w uktadzie drugiego:

12 2
d'=d [1-L :d\/1—w ~0,22d =2,2m

c c?

Odp.: Pilot widzi drugi pojazd o dtugoséci 2,2 m.



Zadanie 4
Zdarzenie A ma w uktadzie O wspotrzedne czasoprzestrzenne X,, Ct,, zdarzenie B - wspoétrzedne

czasoprzestrzenne Xg, ctg. Czy moze istnie¢ zwigzek przyczynowy miedzy tymi zdarzeniami? WartosSci
wspotrzednych:

a)Xa=1,cty =2,Xg =5, ctg = 5, b) x,=2,ct, =0,x3=3,Ctg =6

Rozwigzanie a)

Kwadrat interwatu czasoprzestrzennego miedzy zdarzeniami A i B w uktadzie O wynosi:

AS? =(cAtl —(Ax)P =(ct,—cty, ¥ —(x,— x5 =9-16=—7

Interwat czasoprzestrzenny jest urojony: CAl < Ax

Oznacza to, ze miedzy zdarzeniami nie moze by¢ zwigzku przyczynowego — zdarzenia sg tak daleko od siebie

(duze AX), ze $wiatto nie zdgzy dotrze¢ od zdarzenia Ado B w czasie AZ

Rozwigzanie b)

Kwadrat interwatu czasoprzestrzennego miedzy zdarzeniami A i B w uktadzie O wynosi:

AS? = (cAty —(Ax) =(ct, —cty ¥ —(x, —x5F =36-1=35

Interwat czasoprzestrzenny jest rzeczywisty: CAf > Ax

Oznacza to, ze zdarzenia moga by¢ powigzane przyczynowo — zdarzenia sg na tyle bliskie przestrzennie (mate AX),

e $wiatto zdgzy dotrzeé od zdarzenia A do B w czasie A Z



Zadanie 5
Zdarzenie A ma w uktadzie O wspotrzedne czasoprzestrzenne X,, Ct,, zdarzenie B - wspoétrzedne

czasoprzestrzenne Xg, Ctg. Jaka jest ich kolejno$¢ czasowa w uktadzie wspotrzednych O’ poruszajgcym sie
wzdtuz osi x z predkoscig v = 0,8¢c? Wartosci wspotrzednych:

a)Xa=1,cty =2,Xg =5, ctg = 5, b) x,=2,ct,=0,Xg=3,Ct; =6
ct

B Aby zbadac, jaka jest ich kolejnos¢ czasowa w ukfadzie O’, nalezy znalez¢

wspotrzedne czasowe zdarzen w tym uktadzie (wykonac transformacije

[ o ct’/\ Lorentza)
o ! X X':M CI’:M gdzie ,8=K
i_ 1_ﬂ2 [1_ﬁ2 (o
___O_’: _______ ) _,_>
1V
Rozwiagzanie a)
o, = 2-08-1 12
Ji—0g? 06
ot,=22985_ 1 _ 16667

J1-082 06

O ile w ukfadzie O najpierw zaszto zdarzenie A, a potem B (ct, < ctg), to w ukfadzie O’ kolejnos¢ zdarzen jest

odwrotna (ct’y > ct?).



Rozwiagzanie b)

Wspoitrzedne zdarzen w uktadzie O’ wynosza:

. 0-08-2 -16

ct', = = 2,667
J1-0.8% 06
off 6-08-3 36 _6

# M-082 06

Kolejnos¢ zdarzen w ukfadzie O i w uktadzie O’ jest jednakowa: najpierw zaszto zdarzenie A, a potem B

(Cty < Ctg) i (Ct's < Ctp).



Zadanie 6

Zdarzenie A ma w uktadzie O wspotrzedne czasoprzestrzenne X,, Ct,, zdarzenie B - wspoétrzedne
czasoprzestrzenne Xg, Ctg. Z jakg predkoscig porusza sie uktad O’, w ktérym zdarzenia zajdg jednoczesnie? Jaki
warunek musi spetniac predkosc uktadu O’, aby kolejnos¢ zdarzen byta odwrécona? Wartosci wspoétrzednych:

a)X,=1,cty =2, xg =5, ctg =5, b) x,=2,ct, =0,xg =3, ctg =6

Rozwigzanie a)

Aby znalez¢ predkosc takiego uktadu, w ktérym zdarzenia sg rownoczesne, nalezy przyrownac¢ wyrazenia na

wspotrzedne czasowe w uktadzie poruszajgcym sie z szukang predkoscig u.
ct',=ct'y

ct,—px, cty—Bx, gdzie =2
c

-5 -

ct,—-cty; -3
Cty—Cly = (X, —Xg) > ff=A—E =

(XA_XB)__4 }

czyli u = 0,75c (dodatni znak predkosci oznacza, predkos$¢ u skierowana jest zgodnie z osig x)

0,75

Kolejnos¢ zdarzen bedzie odwrdécona w uktadzie poruszajgcym sie z predkoscig u, w ktérym zachodzi nierdwnosg:
ct',>ct'y
ct,—px, S cty — BXg

J-p -5

ct,—cty > B(x,—X;) wstawiamy dane liczbowe i otrzymujemy: —3>-48— $>0,75

Odp.: Ukfad, w ktérym zdarzenia A i B sg rownoczesne porusza sie w kierunku dodatnim osi x z predkoscig u = 0,75c,

jesli predkos¢ uktadu bedzie wieksza niz 0,75c, to kolejnos¢ zdarzen bedzie odwrdcona.



Rozwiazanie b)

Czy istnieje uktad, w ktérym zdarzenia sg réwnoczesne? Sprébujmy znalez¢ predkos¢ takiego uktadu u.

= =6
(XA_XB) -1

cty,—cty=B(x,—x;)> f =

Kolejnos¢ zdarzen bytaby odwrocona w uktadzie poruszajgcym sie z predkoscig u, w ktérym zachodzi nieréwnosc:

ct',>ct'y

Prowadzi to to nieréwnosci: p>6

Otrzymalismy absurdalny wynik, poniewaz predkos¢ uktadu nie moze by¢ wieksza od predkosci sSwiatta.

Musi by¢ spetniona nieréownosgé: B <1

Odp.: Nie ma takiego uktadu, w ktérym zdarzenia sg rownoczesne, jak rowniez w zadnym uktadzie nie
zachodzg w odwrotnej kolejnosci. Jest to stuszne dla kazdych dwdéch zdarzen, ktére mogg byc¢
powigzane przyczynowo

Uwalnia nas to od dylematow filozoficznych, gdybysmy mogli w jakim$ uktadzie obserwowac najpierw skutek (np.

narodziny syna), a potem przyczyne (narodziny jego ojca).



Zadanie 7
Zdarzenie A ma w uktadzie O wspotrzedne czasoprzestrzenne X,, Ct,, zdarzenie B - wspoétrzedne

czasoprzestrzenne Xg, Ctg. Z jakg predkoscig porusza sie uktad O’, w ktérym zdarzenia zajdg w tym samym
miejscu? Wartosci wspotrzednych:

a)x,=1,cty, =2, xg =5, ctg =5, b) x,=2,ct, =0,xg =3, ctg =6

Rozwigzanie a)
Aby znalez¢ predkosc takiego uktadu, w ktérym zdarzenia zajdg w tym samym miejscu, nalezy przyrownac
wyrazenia na wspotrzedne przestrzenne w uktadzie poruszajgcym sie z szukang predkoscig u’.

ro_
XA_XB

X, —pct, Xxz—pcty

u
= dzi _Y
hY, 1- ,B 2 \/1 - ﬂ 2 gdzie ﬂ C Nie istnieje uktad, w ktérym zdarzenia

zachodzq w tym samym miejscu, nie mogq
= Bct, —cty)— B = (Xa=X5) _~4_ 4333
Xg—Xg = ﬂ Cly—Clg)— IB = = = b wiec by¢ powiqzane przyczynowo.

Zaden uktad nie moze poruszacé sie z predkoscig wiekszg od predkosci $wiatta. Wynika z tego, Ze nie ma

takiego uktadu, w ktérym zdarzenia A i B zajdg w tym samym miejscu.

Rozwigzanie b)

Istnieje uktad, w ktérym zdarzenia
X.—X -1 zachodzg w tym samym miejscu, mogq
(C[A _ C[B ) -6 wiec by¢ powiqzane przyczynowo.

Odp.: Ukfad, w ktérym zdarzenia A i B zajdg w tym samym miejscu porusza sie w kierunku dodatnim osi x z predkos$cig
u=0,667c.



Zadanie 8
Na nieruchomg czgstke o masie spoczynkowej m, zaczyna dziatac stata sita F. Po jakim czasie energia
kinetyczna czgstki w laboratoryjnym uktadzie odniesienia stanie sie k razy wieksza od energii spoczynkowe;j

czagstki. lle razy wzrosnie w tym czasie masa czastki? Jakg droge przebedzie czgstka w tym czasie w uktadzie
laboratoryjnym?

Rozwigzanie

~
Energia poczatkowa: £, = /77002
Energia koncowa: E,= m002 + /(mOC2 = (k + ‘I)mo(;2 >~ m, = (k + 1)/770
E, = m,c?
_/

Z wyrazenia na mase koncowg m, obliczamy predkos¢ koncowa v:

= (k +1)m, av:cM
2 kK +1



Z |l zasady dynamiki:

P2 t
P_r gp=Fat [dp=[Fat—p,=Ft
df P 0

Jkk+2)

=myy =(k+1)m,c
P 2 ( ) 0 P

k(k+2)
k +1

m,c

(k +1)m,c =Ft >t == Jk(k+2)

szukany czas

Aby obliczy¢ droge przebytg x, przez czastke w uktadzie laboratoryjnym, przyrownujemy prace wykonang

przez site do nabytej przez czgstke energii kinetycznej.

km,c?

2
Fx, =km,c” —> x, =

m.,c
LS (k + 2), w ukfadzie laboratoryjnym czgstka przebedzie

Odp.: masa czastki %Nzroénie k+1 razy w czasie l=
kmyc

F

droge X, =



Zadanie 9
Czastka o masie spoczynkowej m, i pedzie P, = KIM,C zderza sie z identyczng czastkg o pedzie P, = M,C.
Obie czastki poruszajg sie wzdtuz jednej prostej. Obliczy¢ mase spoczynkowg M, i predkos¢ u powstatej w

wyniku zderzenia czgstki ztozone;j.

Rozwigzanie

Z prawa zachowania pedu: /(moc + moC =
1- =

plus predkosci czgstek majg jednakowe zwroty,

minus - predkosci czgstek majg przeciwne zwroty

2 2 2
Z prawa zachowania energi: MC . _MeC  _ M,c

c? c? c?

myv
————==kmeC >Vv,=C———
1_VYi kK +1
-5
myv, J2
=MmyC >V, =C—
2 2
Vs



2 m,
my,c _ 0 _ 2
__My : = m,c? (k2 1 E, = m,c J2
v, 1-72
1— ) CZ
c
- Mu
myc(k £1)= —==
1 u
- _
c Dzielimy rownania stronami

2

mocz( k2+1+\/§)= Myc
u

1-=2

\_ c

_ clk£)

VK2 4142

2
c

M, = my 23207 +1)+ 2F 2k



Zadanie 10
Spoczywajgca czgstka o masie spoczynkowej M rozpada sie na dwie czgstki o masach spoczynkowych m, i m,.

Wyznaczy¢ energie kinetyczne powstatych czgstek E; i E,.

[
Rozwigzanie M
. P P
prawo zachowania pedu: p,+p, =0 < —>
m, m,
pl=le ()
prawo zachowania energii: (m1(;2 +E, )+ (m202 +E, ) = Mc? (2)

Ped czastki nalezy wyrazi¢ przez jego energie kinetyczng £ = ,0202 + (/7706‘2)2

p*c® = E? —mic* =(m,c* + E, f - m2c*

1
p=-
c

JE? —2E,myc*

réwnanie (1) i (2) tworzg uktad réwnan z 2 niewiadomymi
M?c? + m?c® — mic® — 2mMc?
2M

JEZ—2E.mc? =|E? —2E,m,c?
—
(m102 + E1)+ (m202 + Ez): Mc? E, M*c® + myc® — mic® —2m,Mc*
2M




Zadanie 11
Wyprowadzi¢ wzér na dylatacje czasu:

Rozwigzanie:

Na poczatku trzeba zdecydowaé, czy zostanie uzyta prosta czy odwrotna transformacja Lorentza. Oba podejscia
nie sg w tym przypadku symetryczne i tylko jedno z nich umozliwia uzyskanie prostego wyniku. Chodzi
mianowicie o to, zeby koncowy rezultat zawierat tylko interwaty czasowe oraz relatywistyczny czynnik zawarty

pod pierwiastkiem. W tym przypadku skorzystamy z transformacji odwrotnej, wigzgcej wspotrzedne uktadu
spoczywajgcego ze wspotrzednymi uktadu poruszajgcego sie:

x' 4+ vt
X:—E
7

1-——

C
t' + —=x'

t = o
2

17

1-——

C

17



Jesli teraz chcemy obliczy¢ czas, jaki uptyngt w uktadzie spoczywajgcym, pomiedzy chwilami t, i t,, to otrzymamy:

ﬂt:tz_tlz —

W tym momencie trzeba poczyni¢ wazng uwage: x;’ oraz x,” odpowiadajg pomiarowi przeprowadzonemu
przez obserwatora poruszajgcego sie. Jezeli chcemy, aby mierzyt on swdj czas wiasny, jaki mu uptynat,
to musi on dokona¢ pomiaru jednym i tym samym zegarem (zaréwno t,’ jak i t,). Zegar ten spoczywa w
jego wtasnym uktadzie, stgd wniosek, ze x,’= x,". Jesli réznice t,”i t,” oznaczymy jako At’, to otrzymamy:

tl —t,' At
ﬁt: 2 12: 2
17 7
1-—  [1—-%5
C C

18



Zadanie 12
Wyprowadzi¢ wzor na relatywistyczne dodawanie predkosci, przyjmujgc, ze predkos¢ uktadu poruszajgcego sie
wzgledem ukfadu spoczywajgcego wynosi u.
Rozwigzanie:
Jesli w uktadzie bedgcym w ruchu, ciato ma predkosc¢ v/, to jego predkos¢ w uktadzie spoczywajgcym bedzie
wynosic:

Ax  x9 — x4

1;" f— f—
At t,—tg

Nastepnie trzeba skorzysta¢ z odwrotnej transformacji Lorentza, zeby wyrazi¢ wspotrzedne w
uktadzie spoczywajgcym, przez wspotrzedne w uktadzie poruszajgcym sie:

X' tuty’  x +uty
_u? _u?
. c2 c2 (x; —x1") +ult; — ;)
t, + C—zng ty +—=x; (t,—t)+—=x;—x")
1w _uw
c? c?
Ax" + uAt’
- u
At’ +—2.ﬁxf
c

Axr
Dokonujgc kolejnych przeksztatcen oraz pamietajac, ze v’ = A otrzymujemy:
Ax'
!

u Ax"\ uv’
c_EF) 1+ 19

v =
ﬁt’(l—l—



Zadanie 13

Rozwigzac paradoks bliznigt. Byto dwdch blizniakow: Piotr i Pawet. Zaraz po urodzeniu Pawet
wybrat sie w dtugg podréz kosmiczng rakieta, poruszajgcy sie z predkoscia bliskg predkosci
Swiatta. Zgodnie z wnioskami ptyngcymi ze szczegolnej teorii wzglednosci, Pawtowi czas
powinien ptyngC wolniej, zatem po powrocie na Ziemie bedzie on mtodszy od swojego brata.
Jednak z punktu widzenia Pawta, siedzgcego w rakiecie, to on spoczywa, zas jego brat — Piotr,
porusza sie wzgledem niego z predkoscig bliskg predkosci swiatta, zatem to Piotrowi powinien
wolniej ptyna¢ czas i to on podczas spotkania powinien by¢é mtodszy. Jak rozwikta¢ ten paradoks?

Rozwigzanie:

Caty paradoks daje sig rozwigzac, jesli si¢ narysuje odpowiednie uktady odniesienia. Jak
wiadomo, osie uktadu poruszajgcego sie sg pochylone wzgledem osi uktadu spoczywajgcego pod
katem proporCJonaInym do predkosci uktadu bedacego w ruchu. Dla uktadu poruszajgcego sie z
predkoscig niewielkg w porownaniu z predkoscig swiatta, osie tego uktadu z punktu widzenia
obserwatora spoczywajgcego, bedg wygladaty nastepujaco:

N'I
4

Y

4

L J

uktad poruszajacy sie w dodatnia strone osi X uktad poruszajacv sie wujemna strone osi x



Ukfadem poruszajgcym sie jest tu oczywiscie uktad ,primowany” (patrz wykres na kolejnej stronie). Im wieksza

predkos¢ tego uktadu, tym bardziej osie x’ oraz ct’ bedg sie do siebie zblizaty. Jak wiadomo Pawet porusza sie z
predkoscig bliskg predkosci swiatta, a zatem jego odpowiednie osie bedg nachylone pod bardzo duzym katem,
bliskim 45° do osi uktadu Piotra. O$ x’, jest zarazem osig réwnoczesnosci dla Pawta, zas jego o$ ct’, jest linig
Swiata jego ruchu, widzianego z punktu widzenia Piotra. W momencie, gdy Piotr ma 25 lat, Pawet postanawia
zawrdci¢ w kierunku Ziemi. Zmienia wtedy ukfad odniesienia na uktad ,bis”. Jego osie, a zatem i linia
réwnoczesnosci oraz linia $wiata w uktadzie Piotra, bedg nachylone pod ujemnymi katami. Na poglagdowym
rysunku kolorem zielonym zostaty zaznaczone linie rownoczesnosci spoczywajgcego Piotra i przy kazdej z tych
linii zaznaczono, ile miat on lat w chwili tego zdarzenia. Kolorem niebieskim zaznaczone sg linie Swiata
poruszajgcego sie Pawta, z punktu widzenia Piotra (sg to odpowiednio osie ct’i ct”). Kolorem czerwonym za$
zaznaczone sg linie rbwnoczesnosci Pawta. Jak widac prawa szczegolnej teorii wzglednosci nie zostaty ztamane.
Pawtowi rzeczywiscie czas ptynie zdecydowanie wolniej az do momentu decyzji o powrocie. Piotr widzi, ze
podczas gdy on sam postarzat sie o 25 lat, jego brat postarzat sie powiedzmy o ok. 7 lat. Obserwacje Pawta bedg
réwniez zgodne z teorig wzglednosci. Widzi on, ze w momencie decyzji o powrocie, zdgzyt postarzec sie o 7 lat,
podczas gdy Piotr od chwili rozstania postarzat sie zaledwie o 2 lata (czerwona linia rownoczesnosci). Zatem z
jego punktu widzenia, to Piotrowi na Ziemi czas ptynie wolniej, bo to on porusza sie wzgledem Pawta.
Analogicznie sytuacja przebiega w czasie powrotu na Ziemie. Zndw kazdy z nich prowadzi swoje witasne
obserwacje, sprzeczne z obserwacjami brata. Kluczowy dla rozwigzania tego paradoksu jest punkt, w ktorym
Pawet zawraca swojg rakiete. Momentalnie zmienia on uktad odniesienia, zmienia linie rownoczesnosci z linii
odpowiadajgcej 2 latom Piotra na linie odpowiadajgcg 48 latom Piotra. A zatem momentalnie Piotr z punktu
widzenia Pawta postarzat sie o 46 lat! Pawet popetnit bardzo gruby btad, pomijajgc w swoich obserwacjach obszar
na wykresie, lezgcy pomiedzy liniami rownoczesnosci odpowiadajgcymi 2 latom i 48 latom. Uwzgledniajgc zatem
ten efekt, rzeczywiscie Pawet postarzeje sie o 7 lat, podrézujgc w jedng strone, o kolejne 7, podrozujgc w drugg
strone, czyli w sumie w trakcie spotkania bedzie on 14-letnim chtopcem, podczas gdy Piotr bedzie 50-letnim
mezczyzng.
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Zadanie 14

Rozwigzac¢ paradoks tyczki i stodoty. Sg dwie tyczkarki: Monika i Ania. Monika postanowita pobic rekord Swiata w
skoku o tyczce, ale potrzebuje do tego bardzo dtugiego rozbiegu, ktéry biegnie przez stodote. Stodota posiada
automatycznie zamykane drzwi na poczatku i na koncu. Ania postanowita, ze za wszelkg cene uniemozliwi Monice
pobicie rekordu i zamknie rownoczesnie przednie i tylne drzwi od stodoty w momencie, gdy Monika bedzie przez
tg stodote przebiegaé. Jednak z punktu widzenia Ani tyczka ulegnie skréceniu, gdy Monika bedzie biegta z bardzo
duzg predkoscig i moze sie zdarzy¢, ze tyczka skrdci sie na tyle, ze przednie i tylne drzwi stodoty zamkng sie
rownoczesnie, a po chwili otworzg sie rownoczesnie, nie uszkadzajgc tyczki. Z kolei z punktu widzenia biegngce;j
Moniki, to stodota przybliza sie ku niej, a zatem ulegnie skrdoceniu i moze stac sie krotsza od tyczki. Zatem
zamykajgce sie drzwi (nawet na bardzo krotkg chwile) mogg uszkodzic tyczke. Jak zatem pogodzi¢ to, co bedzie
widzie¢ Monika z tym, co bedzie widzie¢ Ania?

Rozwigzanie:

Pozorny sp6r obu tyczkarek wynika z braku zrozumienia krachu réwnoczesnosci w szczegdlnej teorii wzglednosci.
Trzeba narysowac diagram czasoprzestrzenny (patrz kolejna strona) spoczywajgcej Ani, z jej liniami
réownoczesnosci (0$ x oraz linia zielona) oraz z liniami rownoczesnosci biegngcej Moniki (czerwone linie). Na
diagramie tym odpowiednie zdarzenia oznaczone sg nastepujgco: A1 — zamkniecie pierwszych drzwi stodoty, B1 —
zamkniecie drugich drzwi, A2 — otwarcie pierwszych drzwi, B2 — otwarcie drugich drzwi. Zatem z punktu widzenia
spoczywajgcej Ani drzwi pierwsze i drugie zamkng sie w tej samej chwili, a po pewnej chwili rowniez rownoczesnie
sie otworzg. Jesli tyczka jest odpowiednio krotka, w wyniku relatywistycznego skrocenia, to chwilowe zamkniecie
obu par drzwi nie spowoduje uszkodzenia tyczki w momencie, gdy ta znajduje sie wewnatrz stodoty. Ania stusznie
bedzie twierdzi¢, ze wbrew swoim oczekiwaniom, nie udato jej sie uszkodzi¢ tyczki Moniki.
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Z punktu widzenia Moniki, to rzeczywiscie stodota ulegnie relatywistycznemu skroceniu i stanie sie krétsza od
tyczki, jednak zdarzenia nie bedg juz rownoczesne, jesli przyjrzymy sie czerwonym liniom rownoczesnosci Moniki,
narysowanym na diagramie czasoprzestrzennym. Pierwsza linia rownoczesnos$ci Moniki przebiega przez
zdarzenie B1, a wiec zamkniecie drugich drzwi stodoty . Nastepnie mamy zdarzenie B2, czyli otwarcie drugich
drzwi stodoty. W miedzyczasie Monika wbiega do Srodka ze swojg dtugg (w poréwnaniu ze stodotg) tyczka.
Kolejna linia rbwnoczesnos$ci przebiega przez A1, czyli zamkniecie pierwszych drzwi (ale Monika zdgzyta juz
dawno je mingc€) i wreszcie nastepuje A2, czyli otwarcie pierwszych drzwi. Bardzo duza predkos¢é Moniki
spowodowata, ze jej linie rownoczesnosci sg nachylone pod takimi katami, ze mozliwe jest dla niej miniecie
stodoty bez ryzyka uszkodzenia tyczki. Kazda z obu tyczkarek zaobserwuje te same zdarzenia w innych
momentach i to, co dla Ani byto rownoczesne (zamkniecie obu par drzwi a nastepnie otwarcie obu par drzwi), dla
Moniki nie bedzie juz rownoczesne. Zachodzi tu krach rownoczesnosci, spowodowany transformacjg
wspoétrzednych czasowych z jednego ukfadu, do drugiego uktadu. Zatem obie panie zgodzg sie co do wyniku
obserwacji, ze tyczka nie zostata w zaden sposéb uszkodzona.



Zadania do samodzielnego rozwigzania



Zadanie 1 4

Czastka o masie spoczynkowej m, i predkosci v, =—c¢  dogania identyczng czgstkg poruszajgca sie z
3

predkoscigVv, = EC . Obliczy¢ mase spoczynkowa M, i predkos¢ u powstatej w wyniku zderzenia czastki

_5J6

5
Odp u= 70 MO T o = 2,04/770

ztozone;j.

Zadanie 2
Czgstka o masie spoczynkowej m, i energii kinetycznej E; zderza sie z nieruchoma czgstkg o tej samej masie

spoczynkowej. Obliczy¢ mase spoczynkowg M, i predkos¢ u powstatej w wyniku zderzenia czagstki ztozone;.

E,
E, +2m,c®

Odp: U =¢ M, =%\/2m0(/_-‘1 +2myc?)

Zadanie 3
Na poruszajgca sie czastke o masie spoczynkowej m, zaczyna dziata¢ stata sita F. Po jakim czasie masa

czagstki wzrosdnie od 2m, do 4m, lle razy wzrosnie w tym czasie masa czgstki? Jakg droge przebedzie czgstka w

tym czasie w uktadzie laboratoryjnym?

oap: ¢ =" (/15 -3) S- Z”F?oc



Zadanie 4

Znalez¢ wiasny czas zycia czgstki, jesli porusza sie ona z predkoscigy = 0,97¢ i do momentu rozpadu przebyta

odlegtos¢ 20 km.
Odp: T =8,35-10"°s

Zadanie 5
Znalez¢ ukfad odniesienia, w ktorym chrzest Polski i bitwa pod Grunwaldem odbyty sie
a) wtym samym miejscu,
b) wtym samym czasie.
c) Czy te zdarzenia mogg by¢ w zwigzku przyczynowo-skutkowym?
Przyjac¢, ze w uktadzie Ziemi odlegtos¢ miedzy Gnieznem a Grunwaldem wynosi 200 km, a czas miedzy tymi
wydarzeniami wynosi 400 lat.
Odp: a) uktad poruszajacy sie od Gniezna do Grunwaldu z predkoscig V=1,59-107° r:
b) taki ukfad nie istnieje

c) tak

Zadanie 6
Sprawdzi¢, czy zdarzenia A i B mogg by¢ powigzane przyczynowo. Z jakg predkoscig porusza sie uktad O’, w

ktérym zdarzenia zajdg jednoczesnie? Jaki warunek musi spetniac predkosc uktadu O’, aby kolejnos¢ zdarzen
byta odwrécona? Wartosci wspotrzednych:

a) Xa=4,cty=2,%Xg =6, ctg = 3, b) Xx,=5,cty, =3, xg=1,ctz =0

Odp: a) zdarzenia zajdg jednocze$nie w uktadzie poruszajgcym z predkoscia, v = 0,5¢ , kolejno$¢ zdarzen
bedzie odwrdcona w uktadzie poruszajgcym z predkoscig, vV > 0,5¢

b) taki uktad nie istnieje



Zadanie 7
Pret o masie spoczynkowej m, porusza sie z takg predkoscig, ze jego dlugos¢ obserwowana w uktadzie

laboratorium jest dwa razy krotsza niz zmierzona wtedy, gdy pret jest w spoczynku. Oblicz energie kinetyczng i

predkosc¢ preta oraz jego ped.

J3

Odp: V=--¢ E, =myc’® p =~3m,c

Zadanie 8
Mezon porusza sie z energig catkowitaE =10 GeV. Jego energia spoczynkowa wynosi /7,¢> = 200MeV, 5

wlasny czas Zycia rowny jest 7 =10°s  Oblicz:
a) Czas zycia w laboratorium

b) Ped

c) Energie kinetyczng

odp:  t=2-10"s p=9,9999796i'/ E, —98GeV

Zadanie 9
Ze statku kosmicznego poruszajgcego sie wzgledem Ziemi z predkoscig v = 0,6¢  wystrzelono w kierunku

ruchu pocisk z predkoscig v =0,8¢ . Z jakg predkoscig u porusza sie pocisk wzgledem Ziemi? Jakie wymiary
pocisku widzi obserwator na Ziemi, jesli w uktadzie wlasnym pocisk jest kulg o $rednicy d = 10 cm?

Odp: ¥ =0,946¢ Pocisk ma ksztatt sptaszczonej kuli o grubosci 3,2 cm.



Zadanie 10

W uktadzie wspotrzednych x - ct zdarzenia majg wspétrzedne A (2,1), B (7,2), C (6,7), D (2,7). Na diagramie
Minkowskiego zakresli¢ obszary, ktorych przyczyng moze byc¢:

a) zdarzenie B, przy czym przyczyng nie moze by¢ zdarzenie A,

b) zdarzenie A lub B, przy czym przyczyng nie moze by¢ zdarzenie C,

c) zdarzenie A, przy czym przyczyng nie moze by¢ zdarzenie C i D,

d) zdarzenie D i B, przy czym przyczyng nie moze by¢ zdarzenie A.

Zadanie 11
Wyprowadzi¢ wzor na skrocenie Lorentza:

12

przy czym |, jest dlugoscig wtasng preta spoczywajgcego w uktadzie poruszajgcym sig z pregdkoscig v, za$ | jest
dtugoscig mierzong przez obserwatora spoczywajgcego na Ziemi.

Wskazowka:

W tym przypadku trzeba skorzystaé z prostej transformaciji Lorentza, tak aby wyrazi¢ wspotrzedne potozenia preta w
uktadzie poruszajgcym sie poprzez wspotrzedne czasowe i przestrzenne preta w uktadzie spoczywajgcym. Jesli sie
zauwazy, ze pomiar dtugosci preta (czyli jego poczatku i konca) w uktadzie spoczywajgcym musi odbywac sie w tym
samym momencie, to podobnie jak w zadaniu z dylatacjg czasu, wspotrzedne czasowe ulegng skroceniu.



Zadanie 12
Dtugosé preta spoczywajgcego w samolocie lecgcym z predkoscig zﬁ

v = =3 ¢ Wynosi ly.

Korzystajgc ze wzoru na kontrakcje dtugosci znalez¢ jego dtugos$é¢ z punktu obserwatora
spoczywajgcego na ziemi.

d [ 1I
Odp. ==
p 3[}

Zadanie 13
Wzgledem ukfadu O porusza sie ze statg predkoscig v wzdtuz osi x uktad O’. W uktadzie O’ znajduje
sie pret o dtugosci |, tworzacy kat ¢’ z osig x’. Jakag dtugosc preta i jaki kgt zmierzy obserwator O?

L
odp tge = = 2
v
1=z

15’2

[=1, |1 —E(CDSQO!)E
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Zadanie 14

Pret o dlugosci |, spoczywa w uktadzie O”. Uktad O” porusza sie z pewng predkoscig wzgledem ukfadu O’, w
ktorym zmierzona dtugosc¢ preta wynosi I’. Uktad O” porusza sie takze z pewng predkoscig wzgledem ukfadu O
(wiekszg niz wzgledna predkos¢ O” i O’), w ktérym zmierzona dtugosc¢ preta wynosi |. Obliczy¢ wzgledng
predkosc¢ uktadéw O’i O. Uktady O’ i O” poruszajg sie w tym samym kierunku.

Odp.

u—w

IE I;E
¢ 1‘(5) B 1‘(5)

wWu
R ; 2
o e 6
Lo lo

v — predkos¢ wzgledna O’i O, w — predkos¢ wzgledna uktadow O” i O’, u — predkos$¢ wzgledna uktadow O” i O

v:

Zadanie 15
Akcelerator liniowy przyspiesza elektrony do takich predkosci, dla ktérych
2
v
1-—~1071°
c

Kanat akceleratora ma dtugo$¢ 3000 m. Obliczy¢, jakg dtugos¢ kanatu przyspieszajgcego zmierzy obserwator
zwigzany z pedzgcymi elektronami, gdy zakonczyt sie juz proces przyspieszania.

odp. [~ 0,04m
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Zadanie 16
Dwie wigzki elektronéw wylatujg z akceleratora z predkoscig 0,9c. Wigzki te skierowano przeciwbieznie. Obliczy¢
predkos¢ wzgledng elektronéw z punktu odniesienia jednej z wigzek.

Odp. v, = 0,994c¢
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