Funkcja falowa

« Jak matematycznie opisa¢ witasnosci falowe materii? Czym sg fale materii?

- Wiasnosci falowe materii (czgstek, uktadow czgstek)
opisuje matematycznie pewna funkcja falowa

LIJ( X t) Tutaj upraszczamy i rozpatrujemy funkcje falowg
2 zalezng tylko od jednej wspotrzednej przestrzennej
(ruch w jednym wymiarze)
* Funkcja falowa ma wtasnosci
= zalezy ona od wspotrzednych przestrzennych i czasu
= jest funkcjg zespolong

= nie ma jednoznacznej interpretaciji fizycznej (jest pewnym modelem zachowan
falowych opisywanych obiektow)

 Ale modut funkcji falowej ma interpretacje fizyczng !!!

= Jesli w pewnej chwili czasu t przeprowadza sie pomiar potozenia czgstki, z
ktorg zwigzana jest funkcja falowa ¥(x,t), to prawdopodobienstwo P(x,t)dx
tego, ze czgstka znajdzie sie pomiedzy wspotrzedng x a x+dx jest wyrazone
kwadratem modutu funkcji falowej

P(x,t) = W(x,0) dx =¥ (x,1) ¥(x,t) dx



Funkcja falowa - interpretacja

w tym punkcie

2 . Ja
W prawdopodobienstwo
()C, l ) A przebywania czgstki jest mate!

¢ aw

w tym punkcie jest najwieksze
prawdopodobienstwo przebywania czgstki!

e Whniosek: w mechanice kwantowej czgstka nie ma ,jednoznacznego” potozenia!!l

Mozemy mowic tylko o pewnym prawdopodobienstwie ze czgstka przebywa w danym
punkcie.

Ale musimy przyjac, ze czgstka gdzies w przestrzeni jest, wiec jesli obliczajgc
prawdopodobienstwo znalezienia czgstki w catej przestrzeni powinnismy otrzymac:

warunek normalizacji

TP(X’ t) = TLP(X, 1)-W(x,t) dx=1



Jak znalez¢ funkcje falowg ?
Rownanie Schrodinger’a dla poruszajacej si¢ czastki

= Dla czgstki poruszajgcej sie w polu sit o energii potencjalnej V(x,t) funkcja
falowa musi spetnia¢ nastepujgce rownanie Schrodinger'a

2
ihat\lj(x,t)z -V () [(e)
L LT
liczba urojona,\ funkcja falowa, operator Laplace'a, energia pot. czagstki

stata Planck'a / 2xn masa

To rownanie jest postulatem (nie da sie go wyprowadzi¢ scisle z innych praw fizyki)

Rozwigzujgc to rownanie dostajemy funkcje falowe, ktére zawierajg dane-
informacje dotyczgce stanu tej czgstki (np. gdzie moze sie znajdowac, jaki moze
miecC ped)

W mechanice kwantowej stan czgstki okresla sie podajgc funkcje falowa, ktora jest
wielkoscig zespolong, okreslong w dowolnej chwili czasu ¢ i we wszystkich
punktach przestrzeni

Mechanika kwantowa daje nam narzedzie matematyczne do opisu zjawisk
zachodzgcych w obiektach skali atomowej.



Stacjonarne rowanie Schrodinger’a
dla poruszajgcej sie czastki

Czesto energia potencjalna czagstki V(x,t) nie zalezy od czasu, wtedy rownanie S. upraszcza
sie i nazywa sie stacjonarnym r. S. Wtedy funkcje falowg mozna przedstawic, jako iloczyn

oddzielnych funkciji zaleznych od x i od ¢
Y (x,0) =y (x)p(1)

Wstawiajgc do r. S. mozna wykazac, ze czesc zalezna od czasu przyjmuje charakterystyczng

zaleznosc¢: \P( ) ( ) B,
x,t)=wy(x)e_"’

czgsc¢ ,przestrzenna” cze$¢ zalezna od czasu

Przy wyznaczaniu czesci zaleznej od czasu wykorzystuje sie fakt, ze funkcja ta oscyluje z
czestotliwoscig odpowiadajgcag czestosci fali materii zaproponowanej przez de Broigle’'a

energia czgstki zwigzana jest z _ .
czestotliwoscig funkciji falowej E=hw ——> w=FE/h

Rownanie S. dla czesci ,przestrzennej” ma postac :

_2;V2 +V(x) lw(x)= Ew(x)
e X

masa cz. energia potencjalna  energia czgstki



Warunki, ktore musi speinia¢ funkcja falowa

Réwnanie S. dla czesci ,przestrzennej” ma postac :

_2;v2 +V(x) lw(x)= Ey(x)
e T

masa cz. energia potencjalna  energia czgstki

Nie wszystkie rozwigzania r. Schrodinger’a sg dobre.
Narzucamy pewne warunki na funkcje falowe wtasne (i ich pochodne).

Funkcje falowe i ich pochodne muszg by¢
1. skonczone (tzn. — 0 dla +w i —0 , aby spetniony byt warunek normalizacji)
2. jednoznaczne (dla okreslonego x musi by¢ jedna wartos¢ funkcji)
3. iciggte



Operatory w mechanice kwantowe;

W mechanice kwantowej stan czgstki okresla sie podajac funkcje falowg, ktora jest wielkoscig
zespolong, okreslong w dowolnej chwili czasu t i we wszystkich punktach przestrzeni.

W mechanice kwantowej witasnosciom mechanicznym (ped, moment pedu,energia) przypisuje
sie specjalne operatory matematyczne:

[able &-1

Symbol Physical quantity Uperator
flx) Any function of x—e.g.. the position .x, fix)
the potential energy Vix), ete.
, I o
[ X component of momentum o
L i oA
: h a
? v component of momentum =
] : { oy
oo
. z component of momentum e
: I'af
2
1 . 1 . u 'r:l'-'.l' i
I Hamiltonian (time independent) + Vix)
2m
. , , , =i
E Hamiltonian (time dependent) ifi—
il
: e it P
E, Kinetic energy e
2m dx*
(] 'l.l‘
L z component of angular momentum h—

i



Operatory w mechanice kwantowe]

symbaol Fhosical quantity

fxh Any function of x—e.g., the posilion x,
the polential energy Vix), ele.

[ X component of momentum

. v component of momentum

P 2 component of momeanium

E Hamiltonian (ime independent)

[ Hamiltonian {fime dependent)

e Kinctic encrgy

L 2 companent of angular momentum

- " 2
Wyrazenie |- v2ip(x)

Dlatego stacjonarne r. S. mozna zapisa¢ w formie:

2m

Operator
fix)

i
[ oeX
o
i dy
B
ioz
P
m vl
ih g
ilf
,I'|3 i
m axd

Sl
—if vy

operator \

Np. srednig wartos¢ pedu dla czgstki
wyznacza sie w sposob:

iD= J i "I’(f—j i)‘l‘ dx

j i 9x

Np. srednig wartos¢ kwadratu pedu:

s h o\t o
2y = ) s e — A gy
(P) § e ¥ (r‘ ff.l')(f ﬂ.r)w: :

Poniewaz klasycznie energie kinetyczng
zapisujemy: £ — p*/2m

jej operator definiujemy jako: —

it a2
Im ax?

} oznacza operator energii catkowitej (tzw. ,hamiltonian”).

L H,y(x)=Ey(x)

wartos¢ ,wtasna”
operatora



Czastka poruszajaca si¢ w stalym potencjale

2

Zatézmy na poczatku, ze V = 0 _ Vzw(x) — El//(x)

(czgstka jest swobodna) m

wtedy

. . . . ihx
Proponujemy rozwigzanie (funkcje wiasne) typu l//()C) = Ae
Podstawiajgc to do réwnania S. otrzymamy YmE
warunek symbol k réwny jest . k= 7
Funkcje falowg czgstki mozna wiec zapisac ( ) . ike %t
(uwzgledniajgc zaleznos¢ od czasu) Yix)= Ae €
Rozwigzanie to przypomina fale biegngcg w kierunku x /
tak wyglada fala ptaska

E — energia czgstki
X| k— wektor falowy
p — ped czastki = hk/(2m)

Mozliwe jest tez, ze czgstka poruszac sie bedzie w —ikx  —Lt
kierunku przeciwnym LP()C) = Be e’

|
.
o
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cbl
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Rozwigzaniem moze byc¢ tez kombinacja \P(x)



Czastka poruszajaca si¢ w stalym potencjale

State A i B mozna sprobowac wyznaczy¢ z warunku normalizacji

Jaka jest gestos¢ prawdopodobienstwa ?
* * —i(hx—E (kx—E *
P(x,t) =¥ (x,0)- ¥(x,0) dx=A"e"" 7 4" = 474

. , —
Jak znormalizowac te funkcje” 999

j\P(xt) Y(x,t) dx = AAIdx 1 —> A4A4=0

cos jest nie tak,

Czastka moze by¢ wszedzie z
jednakowym prawdopodobienstwem

Wytlumaczenie:

Przyjeto nierealistyczng postac funkcji falowej — nieskonczenie rozciggtg fale

Funkcja falowa powinna mie¢ raczej ksztatt ,paczki falowej” —ztozenie wielu fal
ptaskich o réznych wektorach falowych k

Okazuje sie ze ,paczka falowa” jest tez rozwigzaniemr. S.



Skftadanie drgan harmonicznych o
{ilf | fl mato roznigcych sie czestosciach:
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:I 2) Trzy drgania wygaszenie co
' | drugiej paczki drgan

3) Pie¢ drgan - wyraznie rozdzielone

] .| \ paczki drgan
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W przypadku paczki falowej mozna
okresli¢ dwie predkosci:
Predkosc¢ fazowa dla kazdej sktadowej :
W
(Y f= 7

k n:

Predkos¢ grupowa, ktéra odpowiada

poruszaniu sie ,obwiedni” :

_
- dk

Ug




Falowe wiasciwosci materii Fotony

, . h energia E = hv = ho
Hipoteza de Broglie'a A=— E hv h
P ped p=—=—=—
Czastka o masie m poruszajgca sie z predkoscia : : A
Znacznie mniejsza od predkosci swiatta v<<¢
ped p=mv= L = hk energia Kinetyczna E, = L hok”
= > 2m  2m
Predkos¢ fazowa ¢ | |
@ E m? v | |
vj_ e Tl = - 11 | ] .
k p 2mv 2 1l| ’ ‘
1 A
Predko$¢ grupowa g i /\I L L
= : i ¥ 11
v _dr;?{?_ d ﬁk_‘- _E_E_v :; r <{! IEl:'| F
¢ dk dk\2m) m m AN L |
Predkos$¢ grupowg, odpowiada 2 | |

predkosci poruszania si¢ czgstki:



Czastka poruszajaca si¢ w stalym potencjale

Paczka falowa Fala ptaska

— potozenie czgstki nieokreslone

— potozenie czgstki bardziej lokalizowane

— znana dokfadna wielkosc¢ k
wiec ped czagstki znany jest doktadnie

p =hk/2x) = W/(A2r)

— nie znana doktadna wielkos¢ wektora
falowego k (blizej nieokreslony jest ped p)




Paczka falowa ?

Jest ztozeniem wielu fal o réznych wektorach falowych k

(np. w zakresie k—Ak < k < k+Ak)

A Maksimum pakietu porusza sie z
predkoscig czastki v
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Paczka falowa spetnia warunék, ze czgstka powinna by¢ cho¢ w
przyblizeniu zlokalizowana, ale jej ped (ktory jest zwigzany z wektorem

falowym k) nie jest doktadnie okreslony — zawiera sie w zakresie

hk

3
]

p—Ap < p < p+AP) poniewaz



Zasada nieoznaczonosci Heisenberga

W 1927 Heisenberg odkryt, ze ta niepewnosc co do okreslenia pedu |
potozenia czgstek ma zasadnicze znaczenie w fizyce kwantowej

Jesli pomiar potozenia czgstki jest wykonany z doktadnoscig Ax |
jednoczesnie mozna zmierzy¢ ped czastki w kierunku x z doktadnoscig Ap to

iloczyn tych wielkosci nie moze by¢ mniejszy niz h/4n

|

Niemozliwe jest jednoczesne doktadne wyznaczenie pofozenia i pedu czgstki

Podobnie jest takze w przypadku, kiedy chcemy ,lokalizowac¢” czgstke w
czasie At woéwczas zakes czestosci fal materii musi by¢ Aw i taki, ze AwAr ~ |
Poniewaz z czestoscig zwigzana jest energia czgstki to :

|

Jesli chcemy okresli¢ energie czastki w czasie At to nie mozemy tego zrobié dokfadnie...



Zasada nieoznaczonosci Heisenberga

Pitka o masie 50g porusza sie z predkoscig 30.0 m/s. Jesli predkos¢ mierzona
jest z doktadnosci 0.10% jaka jest minimalna niepewnos¢ pomiaru potozenia
pitki

Pitka jest obiektem nie-relatywistycznym. Zatem
jej ped p = mv i jego niepewnos¢ pomiarowa

Wynosi

Dane:

Ap =m(Av)=m(&v-v)
v=30m/s | |
Av = 0.10% =(50.0x107kg)(1.0x107°-30m/s) =1.5x107 kg -m s
m=950.0g
Szukane: ”
o 6.63x10"J-s —35%102m

Ap) 4 (1.5x107 kg-m)s)



Przykiad : Czastka ,,przechodzaca” przez bariere

Rozwazamy ruch czgstki w polu o potencjale przedstawionym w postaci bariery
(przy czym V,>E)

(Wg mech. klasycznej np. kulka
Energy A ktéra pedzi na przeszkode o duzej
Vi wysokosci. Kulka nie jest w stanie

| e |

E- —~_ & = jej przeskoczyc).

Czy tak samo jest w mechanice
kwantowej?

< — -

0 a X

ZAYLOZENIA
Dla kazdego z obszarow konstruujemy réwnanie

2
dlaobszarux<0ix>a —hVZI//(x) = El//(x)

2m

no_,
dla obszaru 0<x < —2V t//(x) =(E - V())l//(x)
a m



Bariera potencjatu

ZALOZENIA fala padajaca fala odbita
Rozwigzania poszukujemy w postaci funkcji / /
Energy 4 v " i
E : £ WI(X)ZA611X+Be v dlax <0
¥ B> . :
)= Ce™ De 0 <x <
0 a - ik, x —ikyx
| I i W (x) = Fe "+ Ge "* dlax>a
- —

Trzeba uwzglednic¢ fakt, ze w obszarze
X > a nie powinno byc¢ fali odbitej, zatem

gdzie k daje sie wyznaczyc¢ jako
G=0
k- ~2mE
"k
k= [2m(E~V,)
h

Uwaga! Mimo ze stwierdziliSmy, ze fala ptaska niezbyt
dobrze opisuje czgstke ( lepsza jest paczka falowa) to
jednak dla uproszczenia nadal probujemy to
rozwigzanie - przeciez paczka falowa jest kombinacjg
pewnej liczby fal ptaskich, zatem i dla paczki falowej tok
rozumowania bedzie bardzo podobny.



Bariera potencjatu
ZAL.OZENIA

Aby wyznaczy¢ state A,B,C,D nalezy wykorzysta¢ warunki zszycia funkcji wtasnych i ich
pochodnych

g GO v,(0)=v,(0)

et E Y (a) =Y (a)

- dy, (O) _ dy, (0)
| ° TR " dx dx
dy (a) _ ay (a)
i | dx dx
[\ [\R o~ Te 4 réwnania dajg mozliwosc¢
0 a S/ N X wyznaczenia statych A,B,C,D,F.
\j \j Parametry A,B,C,F nie sg rowne 0



Bariera potencjatu

PPl |

WNIOSKI
Ener I
ay v,
E
E ¥ B>
0 a
| I i
fala padajgca
fala odbita wix | fala przechodzgca
|
| TN
\/ U “ it

Funkcja falowa (a wiec takze jej modut) nie
zanika za barierg (jest ,stabsza” , ale istnieje
skonczone prawdopodobienstwo znalezienia

czgstki poza barierg )

X

Okazuje sie ze istnieje pewne
prawdopodobienstwo przejscia czgstki przez
bariere potencjatu, pomimo ze energia czgstki jest
mniejsza od wysokosci bariery!

Mozliwos¢ przechodzenia przez bariere maleje
ze wzrostem szerokosci bariery.

Wspotczynniki “przejscia” przez bariere jest

proporcjonalny do
—41t\2m(V,—E)
“2k,a h ¢
I'~e ~ e

Zalezy wiec od m masy, roznicy (V-E) oraz
szerokosci bariery a

(wspot. T wyznacza sie jako stosunek kwadratu amplitud fali
przechodzgcej do fali padajgcej na bariere T ~ F#/A?)

Jest to efekt czysto kwantowy, sprzeczny z
fizykg klasycznag.

Zjawisko to nosi nazwe
przenikania przez bariere lub
Zjawiska tunelowego



Pytanie?

¢ Czym rozni si¢ mechanik samochodowy od
mechanika kwantowego ?

¢ Mechanik kwantowy potrafi wjecha¢ samochodem
do garazu nie otwierajgc bramy!



Skaningowy mikroskop tunelowy

ostrze

Napiecie Ve @
M 1odleg’foéé a

prad tunelowania ~ e -2«,3




Skaningowy mikroskop tunelowy




Przyklad : Czastka w studni potencjatlu

Mamy studnie potencjatu o nieskonczonej gtebokosci

Vix) &

&

Ed

s _D

a

-—
X

dla O<x<a

0
Vx)=
(%) 00 dla x<0ix>a

Fizycznie odpowiada to sytuacji gdy czgstka zamknieta
jest w studni o doskonale odbijajgcych sciankach,
np. elektron uwieziony w pewnym obszarze o wielkosci a

ZAL OZENIA

Poniewaz V(x)=ocodla x>a 1 x<0 to funkcje wiasne muszag by¢ rowne 0

l//(x) =0 dla x>a i x<0

Wewnatrz studni rOwnanie S. ma postac

2

- 2mV2l//(X) = EW(X)



Vix)h

[ |

EL

Czastka w studni potencjatu

Rozwigzania tego roOwnania sg opisane funkcjg

e Db

f

2mE
h
Z, warunkow brzegowych 1 ciggtosci funkcji wynika

O0=A+B czyli A=-B

. zatem

w(x)= de ™+ Be ™ wdzie k=

a

LAt

l//(x): A(e e _ikx): Csin (kx)=C sin (mx)
a

/ przybiera postac funkcji stojace;. n=1,2,3...
Mozemy dopusci¢ tylko takie wartosci kn a=nn
Zatem mamy tu bardzo wazny wniosek. n2h?
ENERGIA JEST SKWANTOWANA! b = Qa2




Czastka w studni potencjatu - wnioski

- ENERGIA JEST KWANTOWANA! o n* h?
Czastka moze miec tylko okreslone energic—* no gma2
i } (jej energia nie moze przyjmowac dowolnych wartosci)
E+ e b
Kazdej energii odpowiada pewna funkcja falowa
v
k a=nn
- . NI
0 d X W(X): CnSll’l (aX) n:1,2,3.“

Po przeprowadzonej normalizacji:

Wn(X)=£Sin (’ZTX)




Czastka w studni potencjatu - wnioski

e
o| L3 20/3 L  x
¥a,

=2
0 UE\/lL x
.

n=1.

P i ™ =
X

0 ‘ L

posta¢ funkcji falowej dla studni

potencjatu

w%’ ¥ 2(x)
b\AA "
\ LI3 2L/3 x
w3
211}
NN
nl L/2 L &
i

L X

gestos¢ prawdopodobienstwe
znalezienie czastki

Energia kwantowana

V=

25E,

16E,

9E,

4E,

E,

,,poziomy energetyczne™ czastka
ma tylko okre$lone energie

nh2

8ma’

E =

h2 2
2ma’

Znaczenie: np. Jesli elektron bedzie uwigziony w dos¢ matym obszarze to bedzie miat tylko “dyskretne”
wartos$ci energii. Tak np. jest w atomie gdzie elektron wigzany jest sitg elektrostatyczng z jadrem atomowym



Studnia potencjalu o skonczonych wymiarach

(a) Wix) A (b) Wix) &
'L-"u — l.-'",:,
0 L X -4 0 +4 x
Wak Wl Fil;]Ll:'l'_‘-* B-12 Wave functions

| b () and probability
‘_H‘,/F“\\ f/—\\_._ ___/{_\\\/f\/\_ distributions e (x) for i = |,
' j ' 2. and 3 for the finite square

well. Compare these with

=
=
a2
o
r—-
x

Figure 6-4 for the infinite
14' 4 square well, where the wave
2 ""'el:' functions are zeroat x = 0

I and ¥ = L. The wavelenzihs
‘_.f'""/—\-[/ 1 i are shightly longer than the

=T
=T

corresponding ones for the
infinite well, so the allowed
ENergies are soomewhal

LT wi smialler.




	Slajd 1
	Slajd 2
	Slajd 3
	Slajd 4
	Slajd 5
	Slajd 6
	Slajd 7
	Slajd 8
	Slajd 9
	Slajd 10
	Slajd 11
	Slajd 12
	Slajd 13
	Slajd 14
	Slajd 15
	Slajd 16
	Slajd 17
	Slajd 18
	Slajd 19
	Slajd 20
	Slajd 21
	Slajd 22
	Slajd 23
	Slajd 24
	Slajd 25
	Slajd 26
	Slajd 27
	Slajd 28

