Atom wodoru wg mechaniki kwantowe

Budowe atomdw doktadniej daje sie opisa¢ metodami mechaniki kantowej!

Oto opis w jaki sposdb mechanika kwantowa opisuje atom wodoru:

Zatozenia

Atom wodoru — jeden elektron krgzgcy wokét jadra (jeden proto
Energie potencjalng ukfadu elektron(-e)-proton(+e) opisuje funk

2 2
V()= — Ze _ kZe

A e, r r

Wstawiamy to do stacjonarnego, trojwymiarowego rownania

Schodingera 5 5

h
_2V2l//(x,y,2)=[E+e]t//(x,y,Z)
m, dr g r

U(r)

A

Tak wyglada wykres
energii potencjalnej
elektronu w polu
elektrostatycznym jgdra

N\

>

Trzeba rozpatrzyé problem tréjwymiarowo — najlepiej we wspétrzednych sferycznych

(r — odlegtosc¢ od jgdra, katy 0 i ¢ okreslajgce potozenie katowe w przestrzeni ).

Szukamy f. falowych w postaci:

P(r, 6, &) = R(r)f(8)g(d)
.

Interesuje nas szczegdlnie cze$¢ radialna funkcji falowej —
to ona niesie informacje o tym jak daleko elektron moze
znajdowac sie od jgdra w danym stanie kwantowym.




Wspotrzedne sferyczne
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Rownanie S. we wspotrzednych sferycznych
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Poszukujemy rozwigzan z rozdzielonymi zmiennymi:

P(r, 8, &) = R(r)f(8)g(d)




Rownanie S. we wspotrzednych sferycznych

Po podstawieniu, uzyskujemy réwnanie, gdzie mozna rozdzieli¢ elementy zalezne od r od elementow
zaleznych od ¢i 0 :

I d[ | dR(r)) 21 { ] czesé katowa”
—— 1 E-V
R(r) dr (r dr ) .

l a’( df(f}))Jr 1 dzg(d))]

/ _{f(({l)sinﬁ do sind g(d)sin?0  ddp?

do
Obie strony zalezg od innych zmiennych, zatem obie strony réwne sg tej samej state;j.
Przyjmijmy, ze statg tg reprezentuje wartosé 0 + 1)

czesc¢ radialna”



Rownanie zalezne od katow

Po niewielkich przeksztatceniach réwnanie zalezne od kgtow mozna zapisac:

— 00 + 1)sin2f — sin 2L
o(d) dd? R N O F LI AT

| d*g(db) sin® d { df(ﬂ)]

Znowu obie strony zalezg od innych zmiennych, zatem obie strony rowne sg tej samej state;.
Tym razem przyjmijmy, ze statg tg reprezentuje wartos¢ — _r;-;.'2

Lewa czesc réwnania daje nastepujgce rozwigzania: gm(d)) = €im¢'

Warunek jednoznacznosci funkcji falowej prowadzi do wniosku: g(d) + 217) = g(d))i

| wbwczas m moze przyjmowaé tylko wartosci catkowite!!!



Rownanie zalezne od katéw — funkcje sferyczne

Prawa czesc¢ rownania :

) df (o
| d-g(d) = —0(€ + 1)sin20 — oo d { HB%]

g(d) do’ £(0) do

Daje rozwigzania w postaci tzw. stowarzyszonych funkcji Legendre’a:

(sin ©)™ { d ]“'m'

= c0s20 — 1)¢
Ten(®) 200! | d(cos®) (cos J
Funkgiji falowa musi by¢ skofczona dla wartosci @ =0 oraz 0 =7,

wowczas liczba | musi byé catkowita i dodatnia oraz |m| < |



Rownanie zalezne od katéw — funkcje sferyczne
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Kwantowanie orbitalnego momentu pedu

L=rxp

Figure 7-3 The orbit of a

classical particle with V = V(r)

lies in a plane perpendicular to L.

The components of the momentum

p parallel and perpendicular to r

g dzie: Orbit are p, and p,. 1‘esp}ec‘tively‘ The
momentum p makes an angle A

= mg/(] + me/MN) with the displacement r.

oznacza tzw. ,, mase zredukowang’

elektronu .
L=rpsinA =rp
m, masa elektronu [

M, masa jgdra atomu



Kwantowanie orbitalnego momentu pedu

Energia catkowita-mechaniczna jest sumg energii kinetycznej i potencjalne;j :

p: L2
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~
energia kinetyczna:

p_nte b, LR

>+ Vi(r) =

\

energia potencjalna

Wyrazenie na energie catkowitg jest wazne z uwagi na to ze tzw. hamiltonian wystepuje w rownaniu
Schoedinger’a. Zatem istotne jest przedstawienie p? oraz L? w formie operatorow kwantowych:
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Réwnanie Schoedinger'a we wspotrzednych sferycznych



Kwantowanie orbitalnego momentu pedu

Prawg strone rownania

czesc ,katowa”
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Kwantowanie orbitalnego momentu pedu

Z rownan ponizszych

(L), U(r. 0, &) = €(€ + DR*(r. 6, d)

wynika wazny wniosek, ze dla energii potencjalnej V= V(r) (zaleznej tylko od r), moment pedu
jest wielkoscig skwantowang i dozwolone wartosci (wartosci wtasne) jego dtugosci wynosza:

L|=L=Ve+ i for €=01,2.3,...

Uzywajgc tej samej metody dla sktadowej L, momentu pedu okazuje sie ze takze skfadowa L,
momentu pedu jest wielkoScig skwantowang

Lz =mh for m=0,=*1,*£2,...,*(



Kwantowanie orbitalnego momentu pedu

L|=L=\Vet+1)h for €=01,23,...

Lz =mh for m=0, 1. x2.....*¢(

L=0\I(I+1) =h2(2 + 1) =h+/6

Figure 7-4 Vector model
illustrating the possible
orientations of L in space
and the possible values of L_
for the case where € = 2.




L=n\I(l+1) =h2(2 + 1) =h/6

S OILRAR Quantized Values of L If a system has angular momentum character-
ized by the quantum number € = 2, what are the possible values of L , what is the
magnitude L, and what is the smallest possible angle between L and the z axis?

SOLUTION

I. The possible values of L_are L, = mh
given by Equation 7-23:

2. The values of m for € = 2 are m=0, *1, x2

3. Thus, allowed values of L_are L = —-2h,—1h, 0,4, 2"

Z

4. The magnitude of L is given IL| = V€ + Dh = \Veh = 2.45h
by Equation 7-22. For € = 2

L, mh m
5. From Figure 7-4 the angle 0 cosh =— = =

between L and the ax;gs is L VAL + DA Ve + 1)

given by:
Figure 7-4 Vector model
illustrating the possible 6. The smallest possible angle 6 cos = ——==0.3816
orientations of L in space between L and the 7 axis is Ve
and the possible values of L_ that for m = =+ €, which for or
for the case where € = 2. € =2 gives



Kwantowanie energi elektronu w atomie wodoru

Lewg strone rownania :

I d( ,dR(r) ZpdrT ]
+ E - —
R(r) dr (r dr ) h? vir)
czes¢ radialna” = (€ + 1)

przeksztatca sie do postaci:

2 - o2 ?
h? o (FEdR(r)) N !ka. N el + 1) R(r) = ER(r)

: 2ur? ar ar r 2pr?

Radialne funkcje falowe stanowigce rozwigzanie powyzszego réwnania:

/ wielomiany Laguerre’a

— —r/agh € O
B 5 — e e 0es 3 drla) 52
k,e’m

promien Bohra najmniejszej orbity atomu wodoru

=0,529%10""m

610:



Kwantowanie energi elektronu w atomie wodoru

Radialne funkcje falowe stanowigce rozwigzanie powyzszego réwnania:

/ wielomiany Laguerre’a

R .(F) = A et L _(rla)
a, = h*/(ke*p)

Funkcjom falowym odpowiadajg warto$ci wtasne zwigzane z mozliwymi warto$ciami energii
elektronu:

e kZe*\* w  Z°E
”__ ﬁ 2”2__ H2 \

E, = (1/2)(ke¥/h)*n ~ 13.6 eV

Te wartosci energii sg takie same jak wartosci znalezione w modelu Bohra!!l



Radialne funkcje falowe :

R (5) = A e 'L (rla)

Table 7-2 Radial functions for hydrogen

Kwantowanie energi elektronu w atomie wodoru
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Podsumowanie:
Atom wodoru wg mechaniki kwantowe

Rezultaty i wnioski z rozwigzan r.S. dla atomu wodoru

Funkcje falowe ,ktére spetniajg r.S. dajg nastepujgce informacje i wyniki :
Energia elektronu wynosi ( jest skwantowana):

! 2\ 2 Z2E
E=— me2e : E = _(kZP ) P |
(4re, ) 2hn n 7

Wynik ten zgadza sie z wynikiem uzyskanym przez Bohra

— energie standw atomu mozna opisa¢ (numerowac)
gtéwna liczba kwantowa n = 1,23..

Ale funkcje falowe opisujgce stany elektronu wymagajg dodatkowo podania jeszcze 2 liczb

kwantowych!!!
orbitalna liczba kwantowa /I =0,1,23..n1
magnetyczna liczba kwantowa m = -I,-(I-1)...,0,... (I-1), |

Dlatego funkcje falowe indeksuje sie Y’n 'm

Dla okreslenie w jakim stanie kwantowym znajduje sie elektron wystarczy wiedziecC jakie sg te
liczby kwantowe n I m (i jeszcze s — ale o tym pozniej) !

Poniewaz dla danej wartosci n istnieje kilka roznych wartosci /i m to zdarza sie, ze roznym

stanom odpowiada ta sama energia — stany zdegenerowane. Stopien zdegenerowania = 2 n?
= liczba mozliwych standéw o konkretnym n



Atom wodoru wg mechaniki kwantowe

odlegtos¢ opowiadajgca
Jesli wezmiemy pod uwage tylko radialng cze$¢ promieniowi Bohr'a
f falowej to: 5
47 ¥’ R,

mozemy policzy¢ radialng gestos¢
prawdopodobienstwa potozenia dla elektronu w

atomie wodoru dla réznych nidla/l=0, m=0 A
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Prawdopodobienstwo potozenia elektronu wzdtuz r jest
rézne od zera prawie dla wszystkich r -3

\4

elektron moze znajdowac sie w dowolnej odlegtosci od /‘\ /\
Jjgdra,nie ma dla niego obszarow zupetnie -

niedozwolonych T T

ale najbardziej prawdopodobne jest ze znajdzie sie z o
okolicy orbity znanej z teorii Bohra r = (0 polozenie jadra

\4



Liczby kwantowe elektronow w atomie wodoru

n = gtowna liczba kwantowa, okresla poziom energetyczny
(okresla sredni promien orbity)
n=1,23...
(symbolicznie okesla sie jako K, L, M.....)

Powierzchnie, na ktérych prawdopodobienstwo obecnosci elektronu jest

najwieksze nazywa sie to orbitalami \

Oto przyktad ksztattu orbitali gdy n =1,2,3

1s

Ale uwagal!

Taki ksztatt majg orbitale tylko gdy pozostate
liczby kwantowe wynoszg 0 !!! Jesli nie to
ksztatty sg inne!!l

2s

3s

Widag, ze dla tych prostych przypadkow Jesli elektron posiada liczbe kwantowg n to znaczy
ksztatt orbitali (sfera) pokrywa sie z modelem ze nalezy do okreslonej POWLOKI n
Bohra.



Atom wodoru wg mechaniki kwantowe

[ = orbitalna liczba kwantowa (okresla ksztatt orbity)

_—7 1=0,1,2,...(n=1) 4 ,akres zmiennosc tej
moment pedu elektronu jest I=s,p,df.. liczby jest ograniczony
“skwantowany” zgodnie ze

AN ze wzgledow historycznych

wzorem : 37T\ h
Lz—\/l(l"' 1 )E zamiast cyfr uzywane sg litery

Stan o n=1i =0 nazywany jest stanem 1s
Stan o n=1 i =1 nazywany jest stanem 1p

Stan o n=1 i [=2 nazywany jest stanem 1d

Oto przyktad ksztaltu orbitaligdyn=1oraz1=0,1, 2

i

Uwaga!

Taki ksztatt majg orbitale tylko
gdy liczba kwantowa n=1ll
Jesli nie to ksztatty sg inne!!! €=0

-€:]_ €:2
S P d

Jesli elektron posiada liczbe kwantowg n i I to znaczy ze nalezy do
okreslonej POWLOKI n i POD-POWLOKI /



Skad biorg si¢ wlasnosci magnetyczne materii

Orbitalny moment magnetyczny.

Z orbitalnym momentem pedu elektronu wigze sie
dipolowy moment magnetyczny. Natezenie prgdu od
jednego elektronu:

7 ev

:EZ
T 21tr

e - fadunek elektronu
v - predkos¢ elektronu
r - promien orbity elektronu

Moment magnetyczny:

ev 2 e
Ty ——/—mVvr

2Tt r ~ 2m

uorb:IA:

tadunek elektronu jest
ujemny

Z

VAN

IJ)

Rys. 41.3. Klasyczny model przedsta-
wiajacy czastke o masie m 1 fadunku —e
poruszajaca si¢ z predkoscia v po okregu
o promieniu r. Poruszajaca si¢ czastka
ma moment pedu L rowny rx p, gdzie p

jest pedem mv. Ruch czastki jest rowno-

wazny petli z pradem, z ktora zwiazany

jest moment magnetyczny g skierowany

przeciwnie do momentu pedu L



Orbitalny moment magnetyczny - kwantowo

h
HILL:%V€(€+I = VLIl + Dp,

2m€

Mg —magneton Bohra

h
W, = 2: = 9.27 X 1072 joule/tesla

= 5.79 X 107 eV/gauss = 5.79 X 107> eV/tesla

Doswiadczenie Einsteina — de Haasa
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Atom wodoru wg mechaniki kwantowe

m, = magnetyczna liczba kwantowa

z-owa sktadowa momentu pedu / (okresla orientacje orbity)
m,=-l,...,-2,-1,0,1,2,..+/

v
np. dla /= 2 orientacja momentu Istniejg tylko takie orientacje wektora momentu
pedu moze wygladac : pedu elektronu, przy ktérych rzut tego wektora

7 na kierunek Z zewnetrznego pola A
'Ih_}" magnetycznego przyjmuje wartosci: Lz 7= mlﬂ
.
ol m=+2 Doswiadczalnie mozna to potwierdzié
/ m=+1 (efekt Zeemana)
\ m=-1 ' Energy
\ ' Levels
<~ m=-2 Transitions
radius= Vg

| . Spectra

Mo Magnetic Field Magnetic Field




Efekt Zeemana

Znaczenie liczb kwantowych ; -2

Magnetyczna liczba kwantowa 2, okre$la
sktadowa z momentu pedu L. =mh

| sktadowa z orbitalnego momentu
magnetycznego elektronu

e
H. = _HL: = —1, L

W polu magnetycznym o indukcji
B=[0.0,B.] skierowanej wzdtuz osi z
moment magnetyczny ma energie
potencjalng U=-pu*B=-1.B.
Poziom energii o orbitalnej liczbie
kwantowej />0 ulega rozszczepieniu na
2/+1 poziomdw o energii zaleznej od
magnetycznej liczby kwantowej n;

AE =—u B. =m 1B,

Jest to obserwowane jako rozszczepienie
linii widmowych w polu magnetycznym —
zjawisko Zeemana.

L=til+1) =h2(2+1) =h~]B
2 m=2
- thi—f === s m=1

— m=0
AN S me-l

¢ H_:F—Eh m 32-2

Kwantowanie przestrzenne momentu pedu

Energy ”2
+
} +1 J'
I=2 0 eh B
-1 2m,
2 ! .
Y +1
I=1 101 en B
-1 2m,
f ©

Rozszczepienie poziomow energii o /=2 1 /=1.

9 zaznaczonych przejs¢ spetnia regute wyboru
Am=0, £1 i daje 3 réozne wartosci zmiany energii:
E-uzB_, E,, E,+uzB_—trzy linie widmowe.



Atom wodoru wg mechaniki kwantowe;

m, = magnetyczna liczba kwantowa

z-owa sktadowa momentu pedu / (okresla orientacje orbity)
m, = -l,...,-2,-1,0,1,2,..+/

Z 4
M s s " S o
* \ - przyktad: n=3, | =2
T T a T~ e Ee
X y X y X y
(3d)
2p, 2p,

P m=-21,01,2

przyktad: n=2, | =1

ee % w# &*

Sd,,z




Atom wodoru wg mechaniki kwantowe

m_ = magnetyczna liczba spinowa

m=  -12, 12
do petnego opisu stanu elektronu potrzebna jest spinowy moment pedu
ta liczba elektronu wynosi :
h
wlasno$¢ ta nie wynika bezposrednio z LS:\/S(S +1 ) o
rownania Schrodingera, L : "
gdzie s jest spinowg liczbg
wtasnosc ta jest integralna dla kazdej czastki — kwantowg (dla fermiondéw
elektrony nalezg do grupy czgstek ktore majg s=1/2).

spin potdwkowy — sg tzw. ,fermionami”
_ _ Istniejg tylko takie orientacje
elektrony majg wtasny spinowy moment pedu wektora spinowego momentu

elektrony majg wlasny moment magnetyczny pedu elektronu, przy ktorych

wiasnie zwigzany ze spinem (oprécz tego rzut tego wektora na kierunek Z
posiadajg orbitalny moment magnetyczny zewnetrznego pola o
zwigzany z ruchem wokot jgdra atomowego) magnetycznego przyjmuje
wartosci:  , —m h
s Z S 91t

Spin elektronu zostat potwierdzony doswiadczalnie
(Stern,Gerlach 1922, Phipps Taylor 1927) @ ﬁ



Doswiadczenie Sterna-Gerlacha 1922 r.

W polu magnetycznym B_ energia spinu

W niejednorodnym polu magnetycznym na przyjmuje wartosci: U.=+ppB. dla m=+1/2

moment magnetyczny dziata sita:
oU OB
Fomm—=p—
0z oz

kolimator

elektromagnes

szklana
plytka detektora

nat¢zenic wiazki

U=-1,B_dla m_=-1/2

magnes
wylaczony .

magnes _
wlaczony

polozenie detektora wiazki

W doswiadczeniu badano odchylenie wigzki atomow
srebra i zaobserwowano dwie linie na detektorze, co
odpowiada dwu wartosciom magnetycznej spinowej
liczby kwantowej. Moment magnetyczny atomu srebra
jest réwny spinowemu momentowi magnetycznemu
pojedynczego elektronu.
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