Problem wielu czgstek

Ze wzrostem liczby elementow uktadu fizycznego, przechodzac od

atomow jednoelektronowych, poprzez wieloelektronowe, az do
czasteczek i ciat statych, szczegdtowy opis zachowania uktadu
staje sie coraz bardziej ztozony.

Jeden mol zawiera liczbe Avogadro N,= 6-1023 czasteczek.

Jezeli dodatkowo czasteczki oddziatywuja ze sobg, to opis
zachowania takiego uktadu zarowno klasycznie poprzez
korzystanie z zasad mechaniki Newtona jak 1 kwantowo

rozwigzujgc rownanie Schrodingera aby znalez¢ funkcje falowe dla
kazdej czasteczki nie jest mozliwy.

W takim przypadku stosuje sie podejscie statystyczne.



Elementy fizyki statystycznej

[zolowany uktad zawiera wielkg liczbe klasycznych czastek w
stanie rownowagi termodynamicznej w temperaturze T.

Aby osiqgngc¢ i utrzymac ten stan rownowagi czastki muszg
wymieniac miedzy soba energie. Podczas tych wymian energia
bedzie fluktuowac¢ wokdt sredniej wartosci.

Bedziemy mogli oblicza¢ sSrednia predkosé czasteczek, srednia
energie kinetyczng jezeli znana jest okreslona funkcja rozktadu
prawdopodobienstwa.

Fizycznie mierzalne wielkosci, ktore charakteryzujg uktad wielu
czastek mogg zostac obliczone jesli znane jest
prawdopodobienstwo, ze w danej temperaturze T uktad ma

konkretng energie E.



Elementy fizyki statystycznej

W ujeciu statystycznym bierzemy pod uwage, ze czasteczki majg
rozne predkosci i energie - rozktad predkosci lub energii.

f (V) funkcja gestosci prawdopodobieristwa
f) =2

n

n(v) liczba atomow lub czasteczek (w jednostce objetosci) o
predkosciach zawartych w przedzialeod v do v+d°v

catkowita ilog¢  n= [n(V)d v

Znajomosc funkcja gestosci prawdopodobienstwa (funkcji rozktadu)
pozwala oblicza¢ wartosci srednie



Elementy fizyki statystycznej

Klasyczne rozktady prawdopodobienstwa to:
erozktad Maxwella dla predkosci czasteczek w gazie doskonatym

e rozktad Boltzmanna dla energii

Kwantowe rozktady prawdopodobienstwa to:
erozktad Bosego-Einsteina dla czastek o spinie catkowitym

e rozktad Fermiego-Diraca dla czastek o spinie potéwkowym

Efekty kwantowe dominujg w uktadach wielu czastek, w tym ciat
statych w temperaturze pokojowej.

Klasyczna i kwantowa fizyka statystyczna zblizajg sie do siebie
gdy temperatura uktadu rosnie.



Rozktad Boltzmana energii czgstek
,.klasycznych rozroznialnych”

1
f(E>_ AeE/kT

Okresla tez  rozklad, sposéb
roztozenia, energii w  zbiorze
molekut-czgsteczek W stanie
rownowagi termicznej.

Rozkiad ten mozna wyprowadzi¢ na
podstawie zatozen statystycznych.
Rozktad ten zwany jest Rozkfadem
Boltzmana

Average population

Maxwell-Boltzmann distribution function

: 1
S HE) = 5w




Rozktad Boltzmanna—przyktad numeryczny

Opis klasyczny - czastki rozréznialne
np. czasteczki gazu w naczyniu

1

HE) = &k

Ae

Uktad 6 rozréznialnych
czastek ma catkowitg

energie 9AE.

Czastka moze by¢ w
jednym z 10 standéw o

energiach E_=nAE
(n=0,1,2,3,4,56,7,
Mikrostan uktadu -
okreslony jest stan
kazdej z czgstek.
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Rozktad Boltzmanna - przyktad numeryczny

Liczba mikrostanow realizujgcych kazdg

dystrybucje czgstek: NI
N — liczba wszystkich czgstek I o B 0180
. . L n,!n,!'n;!... .
n, — liczba czgstek o energii na poziomie 1 o Ao B A I
S I I N I R
SF====q F==-=--4 - - - - - -
dFb====o F=-===d F====4
Oszacowanie dystrybucji czgstek w kazdym stanie i I I St B A
O energ” J 6! :6 I;I;-;:-:-; :==--- E—.—-.____
n=2n,P, 511!
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P. = liczba mikrostanéw w makrostanie i/ dzielona
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Rozktad predkosci czgsteczek gazu -
Maxwell'a-Boltzmann'a

Z funkcji rozktadu Boltzmana'a mozemy przyjac ze liczba czasteczek o danej
predkosci v (czyli o danej energii kinetycznej mv’/2), bedzie proporcjonalna do
funkcji :

. 2
() = e

czyli koncentracja czasteczek o danej predkosci w zakresie od v do v+dv :

(i)

dn(v) =Ce *M dv dv dv,

stalg C wyznaczamy z warunku, ze znamy liczbe czasteczek w danej objetosci n
(sumujgc-catkujgc po wszystkich wartosciach predkosci):

—mv —mv —mv

n—fdn—Cfeszdv feszd feszdv

po matematycznych przeliczeniach otrzymujemy:

312

21w kT
m

C=n




Rozktad predkosci czgsteczek gazu -
Maxwell'a-Boltzmann'a
Mozna wykazac ze: dv dvy dv.=4n v dy

wiec koncentracja cz. o danej predkosci w zakresie od v do v+dv :

302 o

2 2kT
v e dy

2m kT
m

dn(v) = n

a funkcja, ktora okresla wzglednag liczbe czasteczek o predkosci w zakresie od v do v+dv:

3/2 ) funkcja rozktadu
2 kT 2 2T czasteczek wzgledem ich
/ (V) = - v e - predkosci (rozklad
Maxwell'a-Boltzmann'a )

jest funkcjg gestosci prawdopodobienstwa znalezienia cz. o predkosct w
zakresie od v do v+dv

Na podstawie tej funkcji mozna policzy¢ f S/ (V) =1
kilka innych parametrow dot. predkosci 0
czasteczek w gazie




Rozktad predkosci czgsteczek gazu -
Maxwell'a-Boltzmann'a

* Predkosé¢ najbardziej prawdopodobna:
- taka predkos$¢ ma najwigksza liczba czasteczek
- trzeba policzy¢ maksimum funkcji f

o przeliczeniach
df _ pop te - \/ 2kT _ \/ 2RT
dv Vp P m M

* Predkos¢ Srednia:

liczba cz. o predkosci v,

84T
wm

<y> =

. 1
Z nv; <y>=— f v dn po przeliczeniach
- n
1
= = vV, =

2n dn=n f(v)dv
X

suma wszystkich cz.
liczba cz. ktore
maja predkosc od
v do v+dvy



Rozktad predkosci czgsteczek gazu -
Maxwell'a-Boltzmann'a
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Rozktad predkosci czgsteczek gazu -
Maxwell'a-Boltzmann'a

P(v)dv o |
T=300 K Rozktad energii kinetycznej
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Statystyki kwantowe

+ Fermiego-Diraca dla fermionéw
+ Bosego-Einsteina dla bozonéw

Najbardziej zadziwiajacg  wtasnosci mikroswiata  jest
nierozréznialnos¢ czastek. W skali atomowe] nie mozna
rozrozni¢ sktadnikow tego samego rodzaju np. dwodch
elektrondow. Kazdy elektron ma takg samg mase, tadunek, spin.

Fermionami sg czastki, ktérych catkowity moment pedu z
uwzglednieniem spinu wynosi 1/2, 3/2, 5/2

Fermionami sga: elektron, proton, neutron.

Bozonami sg czastki, ktérych catkowity moment pedu z
uwzglednieniem spinu jest liczbg catkowita.

Bozonami sg: foton, czastka a, atom wodoru.



Funkcje falowe uktadu dwoch czastek
jednakowych

Rozwigzania rownani Schrodingera dla uktadu dwdch czagstek jednakowych (np..
uwiezionych w studni potencjatu). Istniejg dwa:

Lljnm( 1 ’ 2) — Ll"n( 1 )lljm(z) ,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,

--------------------- stan kwantowy
. pojedynczej czastki

Gdyby czastki byly rozréznialne to mozna by odroznic te sytuacje, ale tak nie jest w
mechanice kwantowej — czgstek, ktérych funkcje falowe przekrywaja sie nie da
sie rozréznic, (wiec tych rozwigzan nie mozna brac pod uwage, gdyz zamieniajgc

wspotrzedne miejscami, otrzymujemy inne rozwigzaniar. S.).

Ale kombinacje liniowe tych propozycji spetniajg ten warunek:

Symetryc_zna, Jfgla c_:tzastek ]
0 spinie catkowitym, P e
ktc!)ore nie polega)jlél "IJS \/’ Njn( l N"m(z) + "l"n(z)"ljm( l )]
zakazowi Pauliego ‘ 2

]
Anty-symetryczna, ll"A \/E[ll"n( )"l"m( ) ll"n( )ll"m( )]
‘ czastki o spinie potéwkowym, i
podlegajgce zakazowi Pauliego



Funkcje falowe uktadu dwoch czgstek w
tym samym stanie kwantowym

Gdy m=n czastki sg w tym samym stanie kwantowym. Wéwczas mamy trzy sytuacje:

1. Czastki rozréznialne (klasyczne). — (jak w rozktadzie Boltzmana)

ll"nn(l’ 2) — ll"nn(z’ 1) — ll"n(l)ll"n(z) — ll"n(z)ll"n(l) — "IJB

W, = (DU ) (1 (2)

2. Czastki nierozréznialne (,,bozony”, o spinie catkowitym, podlegajg statystyce
Bosego-Einsteina)

1 2
Ypp = @ [, (D, (2) + 4, (2, (D] = %lb”(l)lbn@

WUy = 20, (DU 20, (D, (2) = 245,



Funkcje falowe uktadu dwoch czastek w
tym samym stanie kwantowym

Wiy = 20 (DY (20, (DY,(2) = 24,4,

Prawdopodobienstwo znalezienia dwoch ,bozondw” w tym samym stanie kwantowym
jest 2x wieksze niz dla czgstek klasycznych!!!

Wystepowanie bozonu w ustalonym stanie kwantowym zwieksza
prawdopodobienstwo, ze inne, jednakowe bozony znajdowac¢ sie beda w tym
samaym stanie.

Najbardziej znanym przyktadem praktycznego wykorzystania tego faktu jest laser.

3. Czastki nierozrdéznialne (o spinie potéwkowym, ,.fermiony”, podlegaja
statystyce Fermiego-Dirac’a)

1
Wp = %N‘n(])‘bn(z) — 4,2, (1)] =0

czyli gestosc¢ prawdopodobienstwa jest = 0, czyli taka sytuacja jest niemozliwa do
realizacji.



Funkcje falowe uktadu dwoch czastek w
tym samym stanie kwantowym

|
Wep = %[‘Jfﬁ(l)‘bn(z) — ¢, 2, (D] =0

Wystepowanie fermionu w ustalonym stanie kwantowym uniemozliwia innemu,
jednakowemu fermionowi znalezienie sie w tym samym stanie”.

Fermiony zachowujg sie tak jakby sie ,odpychaty”. Jest to konsekwencja zwigzana z
zakazem Pauliego!



Kryterium, kiedy czgstki sg nierozroznialne

Jesli diugosc fali de Broglie’a A jest znacznie mniejsza niz Srednia odlegto$¢ miedzy
czastkami <d> , mozemy zaniedbac przekrywania sie funkcji falowych, wowczas
czastki mozemy traktowac jako rozréznialne.

N << (d) (d) = (V/N)'3
\ — h h _ h B h
P \N2mE, \2m(3kT/2) 3mkT
h ( V ) 1/3 . , .
" meef = Warunek decyduje o stosowalnosci rozktadu Boltzmana.
ImkT N Dla czastek o ustalonej masie jest on spetniony dla

dostatecznie niskich gestosci liczby czastek lub dla
dostatecznie wysokich temperatur.

 gestosC .. ( N) e
— -
V /) 3mkT)*?




YA T KRN Rozktad helu w atmosferze. Atomy helu maja zerowy spin, sa
wigc bozonami. Czasteczki helu stanowia 5,24 - 104 wszystkich czastek w atmosfe-
rze. (@} Czy mozna uzy<¢ rozkladu Boltzmanna do badania wlasciwosci termodyna-

micznych helu w atmosferze dla 7=273 K? () A dla ciektego helu w temperaturze
4,2 K?

ROZWIAZANIE
(@) W warunkach normainych N, atoméw powietrza ma obj¢tosé 2,24 - 10> m’. Kon-
centracja atomow helu wyvnosi wowczas

N _ 602-10%- 524+ 10-5

ok — <1020 3
v 224 < 102 1,41 -10m

Lewa strona warunku (8.36) jest wtedy rowna:

1,41 -10®m™2 (6,63 1073 ]+ )3
(3:1,66-10"7kg-4.1,38 - 10~2J/K.273K)32

=6,3- 1071 << 1.

Wlasciwosci atmosferycznego helu moga by¢ zatem opisywane przy uzyciu roz-
ktadu Boltzmanna.




{b) Gestos¢ ciekiego helu w temperaturze wrzenia, wynoszacej 4.2 K, jest rowna
0,124 g/cm’. Koncentracja czastek helu wynosi zatem:

” = —— - (0,124 g/cm®) - (10?2 cm/m)* = 1,87 - 10°® He atomoéw/m?.
g

Lewa strona warunku (8.36) jest wtedy réwna:

(1,87 - 102Bm3)(6,63 - 10734J. 5)3
(3-1,66-10%kg- 4 1,38 - 10722J/K . 4,2K)*?

= 4,39,

a zatem nie jest mala w porownaniu z 1. Oznacza to, ze rozklad Boltzmanna nie po-
zwala poprawnie opisywaé wlasciwosci cieklego helu i komeczne jest uzycie rozkla-
' du Bosego—Einsteina.




Rozktad Bosego-Einsteina dla bozonow

1
f(E) =
Ae~"- 1

- czastki nierozréznialne

- bozony - czgstki o spinie catkowitym

Bose-
1 1 1 Einstein

6 60 180 MB

Uktad 6 nierozréznialnych czgstek o
spinie 1 ma catkowitg energie 9AE.
W kazdym z 10 standw o energiach
E.=nAE (n=0,1,2,3,4,5,6,7,8,9)
moze by¢ dowolna liczba czgstek.
Mikrostan uktadu: podana jest liczba
czastek w kazdym ze stanow.

Bose-Einstein distribution function

1
{(E) = —&
Ae™- 1

Maxwell-Boltzmann distribution function

1
H(E)=—F7
f AT

Average population
R

Fotony sg bozonami. Ze statystyki
Bosego-Einsteina mozna wyprowadzi¢
prawo Plancka promieniowania ciata
doskonale czarnego.

w(v,T) = —I(,T) = =2 —

i c ekT — |



Rozklad Bosego-Einsteina —
przyktad numeryczny

Jest 26 mozliwych konfiguracji w przypadku
czgstek nierozréznialnych. Kazda z dystrybucji
w tym przypadku ma prawdopodobienstwo = 1.

Srednig populacje czastek o energii j :
sumujemy liczbe czgstek o energii j po kazdym
z 26-ciu makrostanow i dzielimy po liczbie

Q=Reano- @0 Q=0 at @D-wE O
T T TR T T T T T T T T

makrostanow czyli przez 26.

(http://hyperphysics.phy-astr.gsu.edu/hbase/hframe.html)
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Zastosowanie rozktadu Bosego-Einstein’a

Fotony sga bozonami. Ze statystyki
Bosego-Einsteina mozna wyprowadzi¢
prawo Plancka promieniowania ciata
doskonale czarnego.

Smhy? 1
et —1

w(v,T) = %I(H,T] =

Kondesat Bosego-Einsteina -

(temat na mini-seminarium)
laser atomowy,
interferometr atomowy

Wiasnosci ,nadciektego” helu
(temat na mini-seminarium)

(b)

Opfical laser
Photons Electron Electron

AAS N
AR (3) (O AAD

Atom laser




Zastosowanie rozktadu Bosego-Einstein’a

Wyjasnienie zaleznosci ciepta wtasciwego gazow i ciat statych od
temperatury (w zakresie temperatur bardzo niskich)

;:g_| I — >|( Pt o
0.8 - o -
0.7k +P+° N

o 06— 4 —

5?; 05 x Aluminum Tp=396K _

O o4g|- éﬁ o Copper Tp=309K
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Figure 8-30 Molar heat capacity of several solids versus reduced temperature T/T,, where T,
is the Debye temperature, defined as T,, = hf, /k. The solid curve is that predicted by Debye.
The data are taken from Debye’s original paper. C /3R = 1 is the Dulong-Petit value. [From
Annalen der Physik 39 (4), 789 (1912), as adapted by David MacDonald, Introductory Statistical
Mechanics for Physicists (New York: John Wiley & Sons, Inc., 1963); by permission.]

dU hf 2 ehf/kT
C = ar TN qr ) @ =1y

C —0asT—0and C — 3N,k =3Ras T— .



Rozktad Fermiego-Diraca dla fermionow

H(E) = (E - E.)/KT
e +

- czastki nierozréznialne
- czastki o spinie potéwkowym
(obowigzuje zakaz Pauliego)
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Energy
Uktad 6 nierozréznialnych czastek o spinie
72 ma catkowitg energie 9AE.
W kazdym z 10 standw o energiach E =nAE
(n=0,1,2,3,4,5,6,7,8,9)
moga by¢ najwyzej 2 czastki o przeciwnych
spinach. Mikrostan uktadu: podana jest
liczba czgstek w kazdym ze stanow.
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Rozktad Fermiego-przykiad numeryczny

Mozliwe sg tylko takie mikrostany gdzie na jednym
poziomie energetycznym maga by¢ max. tylko dwie
czastki.
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Dlatego jest tylko 26 mozliwych konfiguracji roztozenia

energii czgstek w przypadku czastek nierézréznialnych, = 2 ==
ktora redukuje si¢ do 5 w przypadku czgstek - N\\

fermionow. Kazdy makrostan w tym przypadku ma g:::: It | Nttt | Nt | i
prawdopodobienstwo = 1. o | A | Aot oo
Srednig populacje czastek o energii j oar

sumujemy liczbe czgstek o energii j po kazdym z 5-ciu 2ol

markrostanow i dzielimy po liczbie makrostanéw czyli 2,,; Fermi-Dirac
przez 5 | o distribution function

1
;I f(E) = EmT+ )

Ae

Maxwell-Boltzmann

(http://hyperphysics.phy-astr.gsu.edu/hbase/hframe.html)

Average population

2r distribution function
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Rozktad Fermiego-Diraca

H(E) = (E - E.)/KT
e

+ 1

Energia Fermiego E.

(lub p potencjat chemiczny) -
prawdopodobienstwo
obsadzenia stanu o energii
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Przyktady numerycznych obliczen

Average |Average |Average
number number number
Maxwell- |Bose- |Fermi-
Boltzmann |Einstein |Dirac
0 2143 | 2260 13
1] 1484 [ 1538 | 16
2] 0989 | 0885 | 1.2
3 0629 | 0538 08
47 0378 [ 0269 04
5] 0210 [o0.192 | 02
6/ 0105 |0115 | 0
7] 0045 | 0077 | 0
8 0015 [0038 0
9/ 0003 |0038 0

(http://hyperphysics.phy-
astr.gsu.edu/hbase/hframe.html)

Average population

E'Er.-

Average population

Fermi-Dirac
distribution function
E/XT

{ (E)= Ae  +1

Masewell-Baltzmann
distribution function

o1 2 3 4 5 6 7
Energy

8 g9

Bose-Einstein distribution function

~ 1
,.> f(E) = EXT_

Ae 1

Maxwell-Boltzmann distribution function

1
f(E) = ——==
f AEKT




Figure 9.5 A comparison of the
three distribution functions for
the same value of a. The Bose-
Einstein function is always higher
than the Maxwell-Boltzmann one,
which is a pure exponential, and
the Fermi-Dirac function is al-
ways lower. The functions give
the probability of occupancy of a
state of energy € at the absolute
temperature T.
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Podsumowanie

The Energy Distribution Function

The distribution function f(E) is the probability that a particle is in energy state E. The
distribution function is a generalization of the ideas of discrete probability to the case where
energy can be treated as a continuous variable. Three distinctly different distribution
functions are found in nature. The term A in the denominator of each distribution is a
normalization term which may change with temperature.

Maxwell-Boltzmann Bose-Einstein Fermi-Dirac
(classical) (quantum) (quantum)
f(E) = — (E) = ——— f(E) L
= N EAT =, EKT =, EAT
Ae Ae™ -1 Ae™ +1
: Identical indistinguishable |Identical indistinguishable
Identical but i - : i : . :
L : particles with integer spin  |particles with half-integer spin
distinguishable particles. .
(bosons). (fermions).
Molecular Thermal Electrons in a metal
Examples: speed Examples: radiation Examples: Conduction in

distribution Specific heat semiconductor.




|
Table 9.1 The Three Statistical Distribution Functions

Maxwell-Boltzmann

Bose-Einstein

Fermi-Dirac

Applies to systems of

Identical, distingui-
shable particles

Identical, indistin-
guishable particles
that do not obey

exclusion principle

Identical, indistinguish-
able particles that obey
exclusion principle

Category of particles

Classical

Bosons

Fermions

Properties of particles

Any spin, particles far
enough apart so wave
functions do not overlap

Spin O, 1, 2, . ..
functions are symmetric
to interchange of
particle labels

 wave

1 3 5

Spin 5, 5, 5, - - -
functions are antisym-
metric to interchange
of particle labels

;. wave

Examples

Molecules of a gas

Photons in a cavity;

phonons in a solid;

liquid helium at low
temperatures

Free electrons in a metal:
electrons in a star whose
atoms have collapsed
(white dwarf stars)

Distribution function
(number of particles in
each state of energy €
at the temperature T)

fmp(€) = Ae~ /T

1

€)= — 7+
fBE( ) eaef/H . 1

1
e(e—e;:)/k]— +1

fFD(E) =

Properties of
distribution

No limit to number of
particles per state

No limit to number of
particles per state; more
particles per state than
fup at low energies;
approaches fyg at high
energies

Never more than 1
particle per state; fewer
particles per state than
fup at low energies;
approaches fyg at high
energies
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