
  

Problem wielu cząstek



  

Elementy fizyki statystycznej
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Elementy fizyki statystycznej



  

f (E ) =
1

AeE / kT

Określa też rozkład, sposób 
rozłożenia, energii w zbiorze 
molekuł-cząsteczek w stanie 
równowagi termicznej. 

Rozkład ten można wyprowadzić na 
podstawie założeń statystycznych. 
Rozkład ten zwany jest Rozkładem 
Boltzmana 

Rozkład Boltzmana energii cząstek 
„klasycznych rozróżnialnych”



  

Rozkład Boltzmanna–przykład numeryczny



  

Rozkład Boltzmanna - przykład numeryczny

Liczba mikrostanów realizujących każdą 
dystrybucję cząstek:
N – liczba wszystkich cząstek
n

1
 – liczba cząstek o energii na poziomie 1

Oszacowanie dystrybucji cząstek w każdym stanie 
o energii j

n
ij
 liczba cząstek o energii j w makrostanie i  

P
i
 = liczba mikrostanów w makrostanie i dzielona 

przez liczbę wszystkich mikrostanów (których jest 
tutaj 2002) – stanowi to prawdopodobieństwo 
termodynamiczne

(http://hyperphysics.phy-astr.gsu.edu/hbase/hframe.html)

 

N !
n1 !n2 ! n3! ...

6 !
5 !1 !

=6

6 !
3 !2!1 !

=60
6 !

2 !2!1 !1 !
=180

n j=∑
i

nij Pi



  

Rozkład prędkości cząsteczek gazu - 
Maxwell'a-Boltzmann'a

Z funkcji rozkładu Boltzmana'a możemy przyjąć że liczba cząsteczek o danej 
prędkości v  (czyli o danej energii kinetycznej mv2/2), będzie proporcjonalna do 
funkcji : 

f (v2) ≃ e
−mv2

2 kT

 czyli koncentracja cząsteczek o danej prędkości w zakresie od v do v+dv  :

dn (v) = C e
−m(v x

2
+v y

2
+v z

2
)

2 kT dv x dv y dv z

stałą C wyznaczamy z warunku, że znamy liczbę cząsteczek w danej objętości n 
(sumując-całkując po wszystkich wartościach prędkości):

n=∫dn= C ∫
−∞

∞

e
−mv x

2

2kT dv x ∫
−∞

∞

e
−mv y

2

2kT dv y ∫
−∞

∞

e
−mv z

2

2kT dv z

po matematycznych przeliczeniach otrzymujemy:

C =n( 2π kT
m )

3/2



  

Rozkład prędkości cząsteczek gazu - 
Maxwell'a-Boltzmann'a

Można wykazać że:

więc koncentracja cz. o danej prędkości w zakresie od v do v+dv  :

dn (v) = n( 2π kT
m )

3 /2

4 π v2 e
−mv2

2 kT dv

dv x dv y dv z=4 π v2dv

f (v) = ( 2π kT
m )

3 /2

4π v2 e
−mv2

2 kT

a funkcja, która określa względną liczbę cząsteczek o prędkości w zakresie od v do v+dv: 

jest funkcją gęstości prawdopodobieństwa znalezienia cz. o prędkości w 
zakresie od v do v+dv 

Na podstawie tej funkcji można  policzyć
kilka innych parametrów dot. prędkości 
cząsteczek w gazie

funkcja rozkładu 
cząsteczek względem ich 
prędkości (rozkład 
Maxwell'a-Boltzmann'a )

∫
0

+∞

f (v) = 1

dn (v) = n f (v)dv



  

Rozkład prędkości cząsteczek gazu - 
Maxwell'a-Boltzmann'a

● Prędkość najbardziej prawdopodobna:
- taką prędkość ma największa liczba cząsteczek
- trzeba policzyć maksimum funkcji f

● Prędkość średnia:

(dfdv )Vp = 0 v p=√ 2kT
m

=√ 2 RT
μ

< v > =

∑
i

ni v i

∑
i

ni

< v > =
1
n∫ v dn


dn= n f (v) dv

 v p=√ 8 kT
πm

liczba cz. o prędkości v
i

suma wszystkich cz.

po przeliczeniach

liczba cz. które 
mają prędkość od 
v do v+dv

po przeliczeniach



  

Rozkład prędkości cząsteczek gazu - 
Maxwell'a-Boltzmann'a



  

Rozkład prędkości cząsteczek gazu - 
Maxwell'a-Boltzmann'a



  

Statystyki kwantowe



  

Funkcje falowe układu dwóch cząstek 
jednakowych 

Rozwiązania równani Schrodingera dla układu dwóch cząstek jednakowych (np.. 
uwięzionych w studni potencjału). Istnieją dwa:

Gdyby cząstki były rozróżnialne to można by odróżnić te sytuacje, ale tak nie jest w 
mechanice kwantowej – cząstek, których funkcje falowe przekrywają się nie da 
się rozróżnić, (więc tych rozwiązań nie można brać pod uwagę, gdyż zamieniając 
współrzędne miejscami, otrzymujemy inne rozwiązania r. S.).
 
Ale kombinacje liniowe tych propozycji spełniają ten warunek:

współrzędne

stan kwantowy 
pojedynczej cząstki

Symetryczna, dla cząstek 
o spinie całkowitym,
które nie polegają 
zakazowi Pauliego

Anty-symetryczna, 
cząstki o spinie połówkowym, 

podlegające zakazowi Pauliego



  

Funkcje falowe układu dwóch cząstek w 
tym samym stanie kwantowym 

Gdy m=n cząstki są w tym samym stanie kwantowym. Wówczas mamy trzy sytuacje:

1. Cząstki rozróżnialne (klasyczne). ←  (jak w rozkładzie Boltzmana) 

2. Cząstki nierozróżnialne („bozony”, o spinie całkowitym, podlegają statystyce 
Bosego-Einsteina) 



  

Funkcje falowe układu dwóch cząstek w 
tym samym stanie kwantowym 

Prawdopodobieństwo znalezienia dwóch „bozonów” w tym samym stanie kwantowym 
jest 2x większe niż dla cząstek klasycznych!!!

Występowanie bozonu w ustalonym stanie kwantowym zwiększa 
prawdopodobieństwo, że inne, jednakowe bozony znajdować się będą w tym 
samaym stanie.

Najbardziej znanym przykładem praktycznego wykorzystania tego faktu jest laser.

3. Cząstki nierozróżnialne (o spinie połówkowym, „fermiony”, podlegają 
statystyce Fermiego-Dirac’a)
  

czyli gęstość prawdopodobieństwa jest = 0, czyli taka sytuacja jest niemożliwa do 
realizacji. 



  

Funkcje falowe układu dwóch cząstek w 
tym samym stanie kwantowym 

Występowanie fermionu w ustalonym stanie kwantowym uniemożliwia innemu, 
jednakowemu fermionowi znalezienie się w tym samym stanie”.

Fermiony zachowują się tak jakby się „odpychały”. Jest to konsekwencja związana z 
zakazem Pauliego!   



  

Kryterium, kiedy cząstki są nierozróżnialne 

Jeśli długość fali de Broglie’a l jest znacznie mniejsza niż średnia odległość między 
cząstkami <d> , możemy zaniedbać przekrywania się funkcji falowych, wówczas 
cząstki możemy traktować jako rozróżnialne.
    

Warunek decyduje o stosowalności rozkładu Boltzmana.
Dla cząstek o ustalonej masie jest on spełniony dla 
dostatecznie niskich gęstości liczby cząstek lub dla 
dostatecznie wysokich temperatur.
    gęstość

temperatura



  



  



  

Rozkład Bosego-Einsteina dla bozonów



  

Rozkład Bosego-Einsteina – 
przykład numeryczny

Jest 26 możliwych konfiguracji w przypadku 
cząstek nierozróżnialnych. Każda z dystrybucji  
w tym przypadku ma prawdopodobieństwo = 1.

Średnią populację cząstek o energii j : 
sumujemy liczbę cząstek o energii j po każdym 
z 26-ciu makrostanów i dzielimy po liczbie 
makrostanów czyli przez 26.

(http://hyperphysics.phy-astr.gsu.edu/hbase/hframe.html)

 



  

Zastosowanie rozkładu Bosego-Einstein’a

Kondesat Bosego-Einsteina -  
(temat na mini-seminarium)

laser atomowy,  
interferometr atomowy

Własności „nadciekłego” helu
(temat na mini-seminarium)



  

Zastosowanie rozkładu Bosego-Einstein’a

Wyjaśnienie zależności ciepła właściwego gazów i ciał stałych od 
temperatury (w zakresie temperatur bardzo niskich)



  

Rozkład Fermiego-Diraca dla fermionów



  

Rozkład Fermiego-przykład numeryczny

Możliwe są tylko takie mikrostany gdzie na jednym 
poziomie energetycznym maga być max. tylko dwie 
cząstki. 

Dlatego jest tylko 26 możliwych konfiguracji rozłożenia 
energii cząstek w przypadku cząstek nierózróżnialnych, 
która redukuje się do 5 w przypadku cząstek -  
fermionów. Każdy makrostan w tym przypadku ma 
prawdopodobieństwo = 1.

Średnią populację cząstek o energii j : 
sumujemy liczbę cząstek o energii j po każdym z 5-ciu 
markrostanów i dzielimy po liczbie makrostanów czyli 
przez 5.

(http://hyperphysics.phy-astr.gsu.edu/hbase/hframe.html)

 



  

Rozkład Fermiego-Diraca



  

Przykłady numerycznych obliczeń

(http://hyperphysics.phy-
astr.gsu.edu/hbase/hframe.html)



  

Porównanie rozkładów



  

Podsumowanie



  

Podsumowanie
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