Prawo powszechnego cigzenia,
sita grawitacyjna, pole grawitacyjna
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Prawo powszechnego cigzenia,
sita grawitacyjna, pole grawitacyjna

¢ Masa M jest zrodtem pola grawitacyjnego
¢ Masa m jest niewielkg ,,masg probg” tzn, m << M

* Mozna zdefiniowac wielkos¢ charakteryzujaca pole masy M :
natezenie pola grawitacyjnego
sita dziatajaca

/ na mase¢ m,
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Przyspieszenie ziemskie

¢ 7/ natezeniem pola grawitacyjnego zwigzane jest tzw. przyspieszenie

ziemskie g
¢ Na powierzchni Ziemi:

—

ym=F,=mg

g

oL}
|

¢ Przyspieszenie ziemskie g nie jest stale...

——

ym=F,=mg
¢ jego wartoS¢ zmienia si¢ wraz z wysokoscia /# nad powierzchnig
Ziemi:
GM GM

§=Y - - (RZ—I—h)2




Przyspieszenie ziemskie

Zmiany g z wysokoscia dla szerokosci geograficznej 45°

Wysokos¢ g Wysokos¢ g
m m/s? m m/s?
0 9,806 32 000 9,71
1 000 9,803 100 000 9,60
4 000 9,794 500 000 8,53
8 000 9,782 1 000 000* 7,41
16 000 9,757 380 000 00Q** | 0,00271

* Wysoko$§é typowej orbity satelitarne;j.
** Promien orbity Ksigzyca.



Energia potencjalna czgstki m w polu

grawitacyjnym
r, Work done by a central force
AU=—-W=—| F,dr
r
r, M
m Radial segment
AU =—[(-1)G5 " dr F 7
r Arc




Energia potencjalna czgstki m w polu
grawitacyjnym

* Energi¢ potencjalng w polu grawitacyjnym liczy si¢ wzgledem
punktu w nieskonczonosci czyli 1/r, . W nieskonczonosci
przyymujemy ze U dazy do 0

U(r)—U () =— GMm(l)

r

Ul(r)=- GMm(l)

¢ Wz0r na sil¢ grawitacyjng mozemy wyprowadzi¢ z energii
potencjalnej




Potencjat pola grawitacyjnego

* Energia potencjalna

|
= — GM(—) GMjm
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1 Earth

U(r)=—GM m(—) i
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* Potencjat pola grawitacyjnego 5 |
|
|
|
|




Energia potencjalna uktadu cial

Potocznie méwimy, ze obiekt m ma energi¢ potencjalng — majgc na
mysli oddzialywanie obiektu z Ziemig
PowinniSmy raczej mowic o energii potencjalnej uktadu obiekt - Ziemia

= Jest to OK,gdy M >>m , bowiem widzimy, ze niewielka zmiana
energii potencjalnej powoduje bardziej zauwazalny ruch mniejsze;j
masy

Jednak jesli mowimy o uktadzie cial o porownywalnych masach to
musimy mowi¢ o energii potencjalnej uktadu ciat




Energia potencjalna uktadu cial

¢ Energi¢ potencjalng mozemy wyznaczy¢ w nast¢pujacy sposob:

Vi3

5%

Fis

U(r)=— Gmlmz(L)— Gm2m3(L)— Gm1m3(L)




II predkos¢ kosmiczna — predkosc ucieczki

v,.=0
¢ (ialo o masie m nabiera predkosci v fT X X
+ Jego energia kinetyczna my* |
E kin — |
2 |
¢ Jego energia potencjalna na | b
powierzchni planety: |
1 | J.-I.'l'I.E‘I.."«l
U(r)=— GMm(—) vig
R
¢ Na poczatku en. mechaniczna uktadu m'l '
planeta + ciato:




II predkos¢ kosmiczna — predkosc ucieczki

v,=0
¢ Po ucieczce do nieskonczonosci ciato utracito * K X
a4 |
predkos¢ v =0 |
|
* W nieskonczonosci cialo nie ma tez energii |
potencjalne; U =0 |
. . . , |
* Ale energia catkowita musi by¢ zachowana | 4
Wl C. 2 | Fmax
" my 1 v |
P i l—GMm|—=]{=0 ,
2 R
.. , i Y _
¢ Dlatego minimalna predkos¢
ucieczki wynosi:
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II predkos¢ kosmiczna — predkosc ucieczki

v,=0
, . . . . . . oq . . I
. Pre;dkosm ucieczki dla kilku ciat niebieskich * K 5
|
Tousis Pﬂ;dknﬂ ucieczki z kilku cial niebieskich :
— - = T |
. Masa Pmrrucﬁ Predkosc ucieczki I
Ciato |
[l:g] [m] [km/s] |
Ceres? 117 10% 38.10° 0.64 | h
Ksigzyc Ziemi 736 - 10% 174 -10° 2,38 |
Ziemia 598 - 107 6,37 - 10° 11,2 I Fmax
Jowisz 1,90 - 10°7 7,15-107 59,5 oy
Storice 1,99 . 107 6,96 - 10° 618
Sytiusz B® 2.10% 1- 10 5200
Gwiazda neutronowa® 2. 10 1100 2. 100

T TR e T T s e I e e e 1= =t owres ¥ £ i Sl ey o b T AT e e R e e e e

*Najciezsza planetoida,
'-‘Bmiy karzet {gwiazda w jednym z kofcowych etapdw ewolucji) tworzacy uklad 2 bardzo
jasng gwiazdg — Syriuszem.

*Obiekt gwiazdowy powstaly podczas wybuchu supernowej w wyniku zapadania grawitacyj-
nego jadra gwiazdy.




Dzialanie grawitacyjne masy rozmieszczonej
kulisto- symetrycznie

M

¢+ Powloka kulista o jednostajnej gestosci przycigga znajdujacy si¢ na
zewnatrz punkt materialny tak, jakby cala masa byta skoncentrowana w
jej srodku



Dzialanie grawitacyjne masy rozmieszczonej
kulisto - symetrycznie

Mozna udowodni¢ (przez odpowiednie catkowania), ze

t Rz_ 2
rid £ Emr( zr' +1)d.x.

x
Jest to wyrazenie na site, jaka kotowy pasek dS dziata na punkt o masie m.
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Musimy teraz wzigé pod uwage wszystkie elementy masy i wykona¢ sumowanie po wszystkich pas-
kach skladajacych sie na powloke. Operacja ta jest calkowaniem po calej powloce wzglgdem dx. Ale x
zmienia sie w przedziale od wartodci minimalnej R—r do maksymalnej R+r.

Poniewaz
Rer R:_ri
S (—-—=—+])dx = 4r,
X
R—r
wiec dla sily wypadkowej otrzymujemy

R

b (4mript)m Mm

F= S dF = G——z— = G (169)

R-r

gdzie
M = (4nr?tp)



Rys. 16-7. Przyciaganie grawitacyjne punktu
materialnego o masie m przez wycinek dS ku-
listej powloki materii. Punkt materialny znajduje
sie tutaj wewnatrz powloki

Interesujacy i majacy pewne znaczenie wynik otrzymuje si¢ dla sily, jaka powloka kulista dziala na
punkt materialny znajdujacy si¢ wewngtrz niej. Sila ta jest rowna zeru. Przy dowodzeniu tego faktu korzys-
tamy z rys. 16-7, na ktérym m znajduje si¢ wewnatrz powloki. Granicami calkowania sq teraz r—R i R+r.
Ale

R+r

czyli F= 0.
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Dzialanie grawitacyjne masy rozmieszczonej
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kulisto- symetrycznie

Okazuje sie ze sila pochodzaca od ,paska
gornego” rownowazy site pochodzaca od

,,paska dolnego”
F g = — — dlar>R
v 2
g = 0 dlar<R

O

(c)



Dziatanie grawitacyjne masy rozmieszczone] w
kuli rownomiernie

M 4 3
. M'=—n
3P
GmM'
Fg:_ 2
v
F,=—r dlar <R

Figure I14.22 The gravitational force acting on a particle when it is outside a uniform solid
sphere is GMm/r? and is directed toward the center of the sphere. The gravitational force acting
on the particle when it is inside such a sphere is proportional to r and goes to zero at the center.



Zadanie:

11. Dwie wspotsrodkowe powloki kuliste o jednorodnej gestosci i masach M, i M, sa umieszczone tak,
jak na rys. 16-17. ZnaleZ¢ silg dzialajaca na punkt o masie m, kiedy punkt ten jest umieszczony w odleglosci
(@ r=a, (b) r = b oraz (c) r = ¢. Odleglo$é¢ r jest mierzona od $rodka powlok.

Rys. 16-17. Zadanie 11

15. Zadanie to pochodzi z olimpiady fizycznej na Uniwersytecie Moskiewskim z 1946 roku (patrz rys.
16-18): W olowianej kuli o promieniu R wydrazono kulista wneke tak, ze powierzchnia wydrazenia styka
sie z zewnetrzna powierzchnia kuli oraz przechodzi przez jej srodek. Masa kuli przed wydrazeniem wynosita
M. Jaka sila, zgodnie z prawem powszechnego cigZenia, kula olowiana bedzie przyciagac malg kulk¢ o ma-
sie m, umieszczona w odleglodci d od $rodka kuli na prostej laczacej srodki kul i wydrazenia?

- o ]
Rys. 16-18. Zadanie 15 P —p [ 8(1—Rj2d)* |




Ruchv pnlanet 1 satelitow
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. ,x" Rys. 16-9. Dwa ciala poruszajace si¢ po orbitach kolowych
e e pod wplywem wzajemnego przyciagania grawitacyjnego. Oba
ke 5o iy kil ciala maja te sama predkos$é katowa w
Sity dosrodkowe planet sg sobie rowne: Gdy M >>m to R mozna poming¢ w

porownaniu do r

2 2
maow r=Mw R 2 3
GM ~ o' r

mr = M R

2.3
Réwnowaznos¢ sity grawitacji i GM ~ 4313—7"
dosrodkowe;: T 2
GMm ) Jest to podstawowe réwnanie ruchu
= momw’r planetarnego — pozostaje stuszne dla orbit

( R+r )2 eliptycznych.



III Prawo Keplera
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Réwnanie moze by¢ wykorzystane do

okreslenia masy Stonca:
T =365dni =3.15-10"s
r=1510"m

2 3
_4rnr

M 2
GT

~2.0-10" kg ~300 000-masy Ziemi



Prawa Keplera

* 1. Wszystkie planety poruszajg sic po orbitach

eliptycznych, w ktoérych w jednym z ognisk
znajduje sic Stonce (prawo orbit).

2. Odcinek 1aczacy jakgkolwiek planete ze
Stoncem zakresla w rOwnych odstepach czasu
rowne pola (prawo okresow).

. 3roAt)r 1
v Sy s R

3. Kwadrat okresu obiegu dowolnej planety jest
proporcjonalny do szescianu sredniej odleglosci
planety od Stonca (prawo okresow).

Prawa Keplera stanowily silne poparcie teorii
Kopernika.




Ruch planet po eliptycznej orbicie
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Prawa Keplera

Drugie prawo_Keplera ruchu planetarnego (patrz str. 33%) musi byc, OCZywisci€, Spet-
nione dla orbit kotowych. Dla takich orbit zaréwno w, jak i r sa stale i linia faczaca planetg
i Storice zakresla w réwnych czasach rowne pola. Jednakze dla rzeczywistych orbit eliptycz-
nych, a takZe dla dowolnych orbit zaréwno r, jak i ® na ogdt zmieniaja si¢. Rozwazmy ten
przypadek.

Rys. 16-10. Kometa* poruszajaca si¢ po torze eliptycznym ze Stoncem C znajdujacym si¢ w ognisku
elipsy. W czasie d¢ kometa (lub planeta) zakresla kat df = wdt



elipsy. W czasie dr kometa (lub planeta) zakresla kat df = wdr

Ale mor? jest po prostu momentem pedu czastki obracajacej si¢ dokota C. Tak wigc drugie
prawo Keplera, wymagajace stalosci predkosci polowej $wr?, jest catkowicie rOwnowazne

stwierdzeniu, Ze moment pedu jakiejkolwiek planety obracajqcej sig dokola Slorica jest wiel-
koSciq stalq. Moment pedu ciala obracajacego si¢ dokola C nie moze by¢ zmieniony za
pomocg sity zwroconej w kierunku C. Drugie prawo Keplera pozostaloby wiec w mocy
dla dowolnej sily centralnej, czyli sity zwroconej w kierunku Storica. Dokiadna postaé tej
sity — jej zaleznos¢ od odlegtosci lub innych wlasnosci cial — nie moze by¢ za pomoca

tego prawa wykryta.
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