Katarzyna Grebieszkow

Obliczanie niepewnosci pomiarow

na podstawie
Guide to the expression of uncertainty in measurement (GUM)

Cytujac za Bureau International des Poids et Measures (BIPM) juz w roku 1979
“almost all [laboratories] believed that is was important to arrive at an internationally
accepted procedure for expressing measurement uncertainty and for combining
individual uncertainty components into a single total uncertainty

Luty 2015, Wydziat Fizyki PW, Laboratorium Fizyki I




W 1995 roku Migdzynarodowa Organizacja Normalizacyjna czyli International
Organization for Standardization (ISO) opublikowala ,, Guide to the expression of
uncertainty in measurement”’ (GUM) - dokument opisujacy jak oblicza¢ 1 wyrazac
niepewnosci pomiarow.

Pomiar kazdej wielkosci fizycznej dokonywany jest ze skonczona doktadnoscia czyli
tzw. niepewnoscia pomiarowa. Przyczyny niepewnosci pomiarowych:

1) niedoskonatos¢ przyrzadow pomiarowych (rozdzielczos¢ aparatury okreslona przez
producenta lub oszacowana na podstawie naymniejszej podziatki)

2) niedoktadnos¢ odczytu ze skali (mierniki analogowe, suwmiarki, sruby
mikrometryczne, etc.)

3) przypadkowy stan uktadu w trakcie wykonywania pomiaru, niereprezentatywne
pomiary

4) wplyw procesu pomiarowego na mierzong wielkosc¢, etc.

Roznice migdzy podstawowymi pojeciami:

niepewnos¢ pomiaru — miara doktadnosci wykonywanego pomiaru (wielkos¢ mierzalna)
blad pomiaru — r6znica migedzy wartoscia zmierzong a hipotetyczna wartoscia prawdziwq
czyli taka jaka otrzymalibysmy (ale jej nie znamy!) z idealnego pomiaru (doktadna
wielko$¢ nieznana 1 niemierzalna)

blad gruby — pomytka (pomiar do odrzucenia)




Przyklady bledow grubych (pomylek)

Przyklad 1: pomiar Srednicy metalowego preta [mm]

kolejne pomiary:

10.02, 10.04, 10.03, 10.02, 10.02, 10.03, +6:24, 10.03, 10.05, ...

10.24 — btad gruby (pomyika); pomiar taki nalezy usuna¢ z dalszych analiz (liczenia
sredniej 1 standardowego odchylenia sredniej czyli miary niepewnosci wartosci sredniej)

Przyklad 2: jednoczesny pomiar napigcia i natezenia pradu
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Niepewnos¢ pomiaru (uncertainty) - parametr zwiazany z wynikiem pomiaru,
charakteryzujacy rozrzut (dyspersj¢) wartosci, ktore w sposob uzasadniony mozna
przypisa¢ mierzonej wielkosci.

Niepewnos¢ standardowa (standard uncertainty) (tutaj oznaczona jako u , w GUM
jako u(x) ale nalezy pamigtac, ze jest to liczba a nie funkcja!) — niepewnos¢ pomiaru
wyrazona jako niepewnosc¢ standardowa (standard deviation) (np. odchylenie
standardowe Sredniej).

Wyznaczanie niepewnosci metoda typu A (¢ype A evaluation of uncertainty) -
metoda obliczania niepewnosci pomiaru oparta o statystyczng analiz¢ serii wynikow
pomiarow. Metoda ta moze by¢ oparta o kazda poprawna metodg statystycznej analizy
danych. Przyktady: obliczenie standardowego odchylenia sredniej, zastosowanie metody
najmniejszych kwadratow w celu dopasowania krzywej do danych 1 obliczenia
parametrow krzywej oraz ich niepewnosci standardowych.

Wyznaczanie niepewnosci metoda typu B (¢ype B evaluation of uncertainty) -

metoda obliczania niepewnosci pomiaru przy uzyciu sposobow innych niz analiza
statystyczna serii pomiarow czyli na drodze innej niz metoda typu A. Ten rodzaj
obliczania (a raczej oszacowania!) niepewnosci jest zwykle oparty o naukowy osad
badacza bioragcego pod uwage wszystkie dostepne informacje, ktore moga zawierac:
rezultaty poprzednich pomiaréw, doswiadczenie 1 wiedz¢ na temat zachowania 1
wlasnosci przyrzadow i badanych materiatow, informacje producenta na temat wtasnosci
1 doktadnosci miernikow, etc.




D

Niepewnosci w pomiarach bezposrednich
(liczone metoda typu A, liczone metoda typu B
oraz niepewnosci catkowite)




Typ A Przyklad z pomiarem wzrostu studentow. Mamy seri¢ pomiarow, nie
interesuje nas (lub nie wiemy) jakim przyrzadem dokonywany byt kazdy pojedynczy
pomiar. Kolejne pomiary [cm]: 176.2, 176.2, 177.4, 173.1, 170.3, 173.2, 176.6, 173.2,
174.5,176.5,174.2, 184.0, 168.6, 171.1, 174.1, 167.3, 183.2, ... (3000 tego typu

pomiarow)
1 3000
srednia arytmetyczna: x = X=——— Z x,=175.070 [cm]
3000 /=
N 3000
Z(xi_)_c>2 Z (xi_)_c)z
Odchylenie standardowe rozktadu s _= G\lf 1) = EZE)OO 1) =

z\/igw[(176.2—175.07)2+(176.2—175.07)2+(177.4—175.07)2+...]=5.06 [cm]

Odchylenie standardowe $redniej (niepewnos¢ sredniej): <« przykiad obliczania
niepewnosci metoda typu

3000

Z (x,—%) A; stosowane do serii
l pomiarow kiedy rozktad
prawdopodobienstwa x. jest

dany rozktadem Gaussa

typ A)=s ===\ = =0.092 [cm
4x(0YP A) =55 VN 13000-(3000—1) [em]




Interpretacja:

Sy — jest miarg szerokosci rozktadu (miara rozrzutu wzrostu pojedynczych
studentow wokot wartosci sredniej); dawnej zwane niepewnoscia pojedynczego
pomiaru (uwaga: okreslenie moze by¢ mylace)

5% - miara niepewnosci wartosci $redniej (jak $rednia mogtaby si¢ r6zni¢ od warto$ci
oczekiwanej czyli takiej jaka uzyskalibysmy z idealnego rozktadu Gaussa/rozktadu
dla nieskonczonej 1losci studentow)

Histogram wzrostu studentow

Odchylenie
standardowe (s, ) jest
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Gestos¢ prawdopodobienstwa
rozktadu Gaussa (zwany rowniez
rozktadem normalnym)

0.25

gestoé¢ prawdopodobienstwa

0.4

0.3

0.2

0.1

gestos¢ prawdopodobienstwa

W zakresie od p—o do p+o jest 68.3% rozktadu
W zakresie od u—2c do p+20 jest 95.5% rozktadu
W zakresie od u—3o do p+3o jest 99.7% rozktadu




Uzupehienie: graficzna prezentacja wynikow wielokrotnych pomiarow (np. tej samej
wielkosci) czyli jak zrobic¢ histogram na przyktadzie pomiaru grubosci metalowego
preta. Mamy wiele (np. 100) pomiaréw Srednicy preta.

1. Pret jest bardzo rOwny, wartosci r6znig si¢ mi¢dzy soba niewiele (Rys. lewy).
6.02, 6.02, 6.03, 6.02, 6.02, 6.03, 6.04, 6.04, 6.02, 6.03, 6.03, ...

2. Pret jest dos¢ niestarannie wykonany. Duze roznice migdzy poszczegdlnymi
pomiarami (Rys. prawy).
6.02, 6.07, 6.08, 6.01, 6.16, 6.05, 6.07, 6.06, 6.00, 6.09, 6.05, 6.17...

A rowne szerokosci
przedziatow (binéw)

A rowne odlegtosci
miedzy liczbami

N — liczba pomiaréw
N — liczba pomiarow

IRANE NN

6.00 6.01 6.02 6.03 6.04 6.05 606 P I[Mm] 6.00 6.03 6.06 6.096.12 6.15 6.18 @ [mm]

Czyli przedziaty (biny) 6.00-6.03, 6.03-6.06, 6.06-6.09, itd.




Typ B Przyktad z pomiarem wzrostu studentow — kontynuacja. DowiedzieliSmy
si¢ jakim przyrzadem dokonywany byt kazdy pojedynczy pomiar. Najmniejsza
podziatka byta Ax=0.1 cm (centymetr krawiecki).

u_(typ B)= Ax _ \/ (Ax )2 «— najbardziej popularny przykiad
e V3 13 wyznaczania niepewnosci typu B;
lub tutaj rozktad prawdopodobienstwa x. jest

(A x)2 ( A xE)2 dany ptaskim (prostokatnym) rozktadem

Ax — nazywane czasami niepewnoscia wzorcowania lub (przed GUM) blgdem granicznym. Z
powodu skonczonej rozdzielczosci uzytych przyrzadow/miernikow. Przewaznie jako

maksymalna warto$¢ Ax bierzemy najmniejsza podzialke przyrzadu. Czasami mamy
dodatkowo:

Ax_— niepewnos¢ eksperymentatora przy odczytywaniu wartosci na miernikach analogowych
(woltomierze/amperomierze wychytowe, metrowki, suwmiarki, sSruby mikrometryczne, wagi,
etc., wiaze si¢ z tzw. ,,bledem paralaksy”). Ax_moze by¢ zaniedbana jesli wierzymy, ze
jestesmy w stanie odczyta¢ wynik bardzo doktadnie. W wigkszosci przypadkow jako
minimalng warto$¢ Ax _bierzemy Ax, =2 Ax. Uwaga: wyjatkiem jest np. pomiar stoperem

gdzie oszacowane At >> At oraz pomiar przy uzyciu noniusza gdzie warto przyja¢ Ax, = 1-2

Ax. W razie jakichkolwiek watpliwosci konsultujemy sie z prowadzacym ¢wiczenie!




Skad ten pierwiastek z 3?
Gestos¢ prawdopodobienstwa p(x) rozktadu ptaskiego (prostokatnego):

. p(x)=1/(b-a) Warto$¢ oczekiwana = (a+b)/ 2;
| Wariancja: Var = (b-a)?/ 12
Jesli a= -Ax oraz b=Ax => Var =(Ax)?%/3
- ostatecznie: odchylenie standardowe u = VVar

a U b

W rozkladzie tym zaktadamy, ze prawdopodobienstwo otrzymania wartosci mierzonej
(np. wzrost studenta) w przedziale od -Ax do Ax jest takie samo oraz rOwne zero poza
tym przedziatem.

Uwzgledniajac zarowno niepewnosc¢ typu A jak 1 B (przyktad ze wzrostem studenta)
mamy niepewnoéc’ calkowitq (A i B) pomiaru bezposredniego:

_|_(3A x)z _|_<3A XE>2

(0.1)

u (catkowita) = J u’(typ A) +u’(typ B) z\/ 52

(0.05)

+ =0.11

W naszym przyktadzie: u (calkowita)= \/ 0.092°+

3 3

Odpowiedz koncowa: Sredni wzrost studenta wynosi 175.07 cm a niepewnos¢ tej
wartosci to 0.11 cm.




Uwaga: oba typy wyznaczania niepewnosci (typ A oraz B) sa podobne 1 oparte o
rozklady prawdopodobienstw. Skladowe niepewnosci, bedace rezultatem obu
typOw obliczen, sa okreslane poprzez wariancje lub odchylenia standardowe.

Typ A niepewnos¢ standardowa otrzymywana jest z funkcji gestosci
prawdopodobienstwa (probability density function, PDF) pochodzacej z
obserwowanego rozkladu czestosci (rozktad statystyczny wynikow serii pomiarow).

Typ B niepewnos¢ standardowa jest otrzymana z zalozonej funkcji gestosci

prawdopodobienstwa w oparciu o doswiadczenie lub inne informacje (czgsto
nazywane jest to subjektywnym prawdopodobienstwem).

Przyklady (zob. GUM dla rozktadéw w ksztatcie trapezu, etc.):

>
-AX +AX -AX, +AX, -AX +AX
Najbardziej popularny rozwazane sg rowniez rozkfad tréjkatny
rozktad prostokatny rozktady asymetryczne — odchylenie std. u = Ax/V6

odchylenie std. u = Ax/V3 zob. GUMF.24.4i1G.5.3




Przykladowe niepewnosci wzorcowania oraz niepewnosci standardowe (typ B) przy
pojedynczym pomiarze popularnymi przyrzadami pomiarowymi

1. Linijka, metrowka, centymetr krawiecki
Ax = 1 mm (maksymalna warto$¢), Ax_ = 0.5 mm (minimalna wartos¢)

u_=0.58 mm (jesli uwzgledni€ tylko Ax) lub u_= 0.65 mm (jesli uwzgledni¢ zaréwno
Ax jaki1Ax )

2. Sruba mikrometryczna
Ax = 0.01 mm, Ax_ = 0.005 mm

>~ 1 obrét wrzeciona = 0.50 mm

N

3. Przykladowa waga analityczna
Am = 0.1mg, Am_=0.05 mg

4. Przykladowy stoper (cyfrowy)

At=0.01 s, przyjete minimalne At, = 0.5 s

(0.2-0.3 s to typowy refleks cztowieka;
refleksem trzeba wykazac si¢ zwykle dwa razy:
wlaczenie 1 wylaczenie stopera)

odczyt 8.95 mm
(8+0.5+0.45)

5. Przykladowy stoper (analogowy)
At= 0.2 s, przyjete minimalne At. = 0.5 s




6. Przykladowa suwmiarka
(pomiar z noniuszem)

Ax = 0.1 mm, minimalne Ax_ mozna tutaj przyjac jako rowne 1-2 Ax c¢zyli 0.1-0.2 mm

Stala szczeka do pomiaru wymiaréw wewnetrznych

‘Ruchoma szczeka do pomiaru wymiaréw wewnetrznych

‘ Podziatka calowa

f
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Glebokosciomierz, do pomiaréw glebokosci i wymiaréw mieszanych

Podziatka milimetrowa

Dzwignia zacisku ustalajgcego potoZenie przesownej szczeki
Noniusz, zwiekszajacy dokladnos¢ pomiarowa do 0,1[mm]

Ruchoma szczeka do pomiaru wymiaréw zewnetrznych

Stata szczeka do pomiaru wymiar6w zewnetrznych ‘ ‘ ‘ | | | | ’ | | | | | | | ’ ‘ ‘

0
Uwaga: doktadniejsza suwmiarka to np. taka

gdzie Ax = 0.05 mm a noniusz ma 20 zamiast | il | il ‘ 1] |||!|I |I ! M '|'|'|| il
10 podziatek. W takie; mozna przyjac ]
minimalne Ax_ =2 Ax = 0.1 mm. / (@

sd

Odczyt 15.4 mm
Rys. http://commons.wikimedia.org/wiki/File:Suwmiarka.svg (15 mm na prowadnicy z podziatkg,
milimetrowg oraz 0.4 mm na noniuszu)




7. Woltomierze, amperomierze wychylowe
Al = klasa * zakres /100

AU = klasa * zakres /100

(AU, Al _mozna przyjac jako 2 najmniejszej podziatki)
Przyktady:

pomiar 22.5 V na zakresie 30V, AU=1*30V/100=0.3 V
pomiar 16.0 V na zakresie 30V, AU=1*30V/100 =0.3 V
pomiar 6 V na zakresie 10V, AU=1*10V/100=0.1 V

Niepewnos¢ wzorcowania dla miernikow wychylowych
NIE zalezy od wartosci mierzonej a zalezy jedynie od
klasy miernika oraz wybranego zakresu.

| M e —— |
20 Wﬁuu_h_u 80 Zakres ustawiamy

w pokrettem

2 10 15 20 190
L/
5 25
i 77 Wynz Na zakrgsach 01 1,_10, 1_00, etc.
,{Q-\”*‘.‘\:‘ g 08 [hps odczytujemy z gornej skali.
a1 o ;/ KAMO® Przyktad: na zakresie 10V wskaznik w

potowie skali oznacza 5V a nie 50V !

Na zakresach 0.3, 3, 30, 300, etc.

=1 0 o . 0
Tesa WA s odczytujemy z dolnej skali.

MADE IN POLAND




8. Woltomierze, amperomierze cyfrowe

Niepewnos$¢ wzorcowania dla miernikow cyfrowych zalezy zarowno od zakresu
jak i od wartosci zmierzonej. Potrzebujemy tabliczek ze specyfikacja dotaczonych
do miernika (przy stanowiskach pomiarowych).

Przyktadowy pomiar:
Zakres 2A, DCA (prad staty), odczyt na mierniku: 0.800 (A).

Uwaga: spisujemy wszystkie widoczne cyfry, nawet jesli na |
koncu sg zera! Nie notujemy 0.8 A tylko 0.800 A. Bedzie to F,f ' !
potrzebne do liczenia niepewnosci. e |
Zgodnie z tabliczka producenta, na zakresie 2A (DCA): R
AL=1.2% * rdg + 1 dgt = 1.2/100 * 0.800A + 1 * 0.001A !;:2;. ¢t F@
=0.0106 A g iyl = =
u, = AI/V3 =0.006 A

Inny przyktad:

Zakres 200 mV, DCV (napigcie stale),

odczyt na mierniku: 66.3 mV.

Zgodnie z tabliczka producenta, na zakresie 200 mV (DVC):

AU = 0.3% * rdg + 1 dgt = 0.3/100 * 66.3mV + 1* 0.1mV
=0.299 mV
u, =AUA~3=0.17mV = 0.2 mV

e |
* ]
200 2090 /
y N
aca  %0m20m 2m ACV




(niepewnos¢ ziozona)

ﬂ Niepewnosci w pomiarach posrednich T




Niepewnos$¢ standardowa zlozona (combined standard uncertainty) czyli
propagacja niepewnosci

Mamy wielkos¢ y, ktora jest kombinacja niezaleznie (!) mierzonych a, b oraz c, gdzie
a, b 1 ¢ sa mierzone z calkowitymi (!) (typ A oraz / lub typ B) niepewnosciami u , u, i

u,.. Dla takiego przypadku niepewnos¢ ztozona u,  (w GUM oznaczona jako u (y)) moze
by¢ obliczona z prawa propagacji niepewnosci (law of propagation of uncertainty).

y=f(a,b,c)

2
2
u +

a

of
0b

of
oc

2
2
uc

2
2
ub—l—

Kiedy pomiary wielkosci a, b 1 ¢ sa skorelowane powyzsza formuta musi by¢ zmodyfikowana. W
szczegoOlnosci trzeba liczy¢ macierz kowariancji (zob. GUM 5.2).

Przyktady zastosowan (zob. tez obliczenia na kolejnych slajdach):

1. Pomiar oporu R na podstawie bezposrednich pomiarow napigcia oraz nat¢zenia pradu
R =1(U, I) czyli R =U/I

2. Pomiar przyspieszenia ziemskiego z pomiaru okresu drgan wahadla matematycznego
oraz dlugosci wahadta g=1f(L, T)czylig= 4 ¢ L / T?




U Prawidlowy zapis niepewnosci 1




Dwie bardzo wazne zasady

1. Zar6wno wartos¢ jak i jej niepewnos¢ powinny by¢ podane z ta sama
dokladnoscia (precyzja):
L =50.000 cm, u, =0.065 cm

nawet jesli sa wyrazone w innych jednostkach:
L =50.000 cm, u, =0.65 mm

2. Niepewnosci moga mie¢ maksymalnie 2 cyfry znaczace (cyfry z wyjatkiem zer na
poczatku). Pomimo tego w niektérych przypadkach moze by¢ konieczne zachowanie
dodatkowych cyfr zeby unikna¢ btedow zwiazanych z zaokraglaniem przy dalszych
obliczeniach.

Whiosek: zapis wartosci wraz z niepewnoscig zaczynamy od ustalenia dokladnosci
Zapisu niepewnosci.

Przyktad: pomiar objetosci V =247.2872225636 m>, a niepewnos$¢ wyniosta:
u, = 0.00589256 m’. Tu w niepewnosci mamy 8 cyfr po przecinku ale tylko 6 cyfr

znaczacych z ktoérych mozemy zachowa¢ maksymalnie dwie. Czyli:
V= 247.2872m’ u,=0.0059 m’ lub

V= 247287 m’, u, = 0.006 m’




Prawidlowy zapis wartosci z niepewnoscia (zlozong) standardowa

H=50.000 cm,u,=0.076cm Iub H=50.000 cm,u,=0.76 mm

H =50.000 (76) cm «— szeroko uzywany w publ. naukowych, katalogach, tabelach, etc.
H = 50.000 (0.076) cm

H = (50.000 = 0.076) cm «— zapis formalnie dozwolony ale NIE polecany przez GUM
(proponujemy studentom nie uzywaé go!) poniewaz moze by¢ mylony z niepewnoscia

rozszerzona (zob. nast¢pna strona). GUM przypomina, ze znak + powinien by¢ uzywany do
oznaczenia przedzialu odpowiadajacego wysokiemu poziomowi zaufania.

Jesli chcemy podac tylko jedna cyfre znaczaca w niepewnosci to przyktadowe zapisy:
H=50.00cm,u,=0.08cm lub H=50.00cm,u,=0.8mm

H = 50.00 (8) cm
H = 50.00 (0.08) cm

W wigkszosci przypadkow (w tym pracownia studencka, praca naukowa, etc.)
wystarczy poda¢ mierzong wartosc oraz jej (zlozona) niepewnos¢ standardowaq,
typowo uzywajac zapisu x (u ) [jednostka]. Jednak w przypadku niektorych zastosowan

moze by¢ potrzebne podanie dodatkowo niepewnosci rozszerzonej.

v




Niepewnos¢ rozszerzona (expanded uncertainty) (tutaj oznaczana jako U , in GUM

jako U) - wielkos¢ okreslajaca rozmiar przedzialu wokot wyniku pomiaru, o ktore;j
wiadomo, ze pokrywa duzy procent rozktadu wartosci, ktore moga by¢ rozsadnie
przypisane do wielkosci mierzonej. Niepewnosc ta jest uzywana do poréwnan wynikow
z wynikami innych eksperymentow, z wartosciami tablicowymi, etc. Jest rowniez
uzywana do celow komercyjnych oraz do okreslania norm przemystowych, zdrowotnych
bezpieczenstwa, etc.

U =ku_ k — wspoiczynnik rozszerzenia (coverage factor)

Wybor wspoétczynnika k, ktory jest zwykle w zakresie 2 < k < 3, jest oparty
prawdopodobienstwo pokrycia (coverage probability) lub poziom zaufania (level of
confidence) (oznaczone jako p) wymaganego dla interwalux —U dox+U . W

wigkszosci przypadkow (w tym laboratoria studenckie) zaleca si¢ uzywanie k = 2.

Zalecenie GUM: wspolczynnik rozszerzenia k powinien zawsze by¢ podany po to,
zeby odtworzy¢ niepewnosc¢ standardowa w razie jesli bytaby potrzeba dalszego jej
uzycia w obliczeniach ztozonej niepewnosci standardowej innej wielkosci.




Wartos¢ k = 2 okresla prawdopodobienstwo znalezienia wartosci prawdziwej wewnatrz przedziatu
x £ U_jako rowne 95.5% (w przypadku niepewnosci typu A) lub 100% (dla niepewnosci typu B).
W rzeczywisto$ci, w przypadku niepewnosci typu B, p = 100% jest osiagane juz dlak = V3 =1.73 i
dlatego przy pojedynczym, bezposrednim pomiarze z niepewnoscia typu B nie ma zadnego sensu
uzywanie k > 1.73 przy okreslaniu niepewnosci rozszerzone;.

Zalecenie GUM: O ile tylko jest to mozliwe, p (coverage probability / level of
confidence) zwigzane z przedzialem zdefiniowanym przez U_powinno by¢

oszacowane i podane. Jednak moze to okazac si¢ trudne poniewaz wymaga

szczegotowe) wiedzy na temat funkcji gestosci prawdopodobienstwa PDF (skomplikowane
jesli mamy np. zaroOwno niepewnosci typu A jak 1 B wnoszace wktad do niepewnosci ztozonej; na poczatek
nalezatoby zrobi¢ splot funkcji prawdopodobienstw).

Caty Aneks G w GUM opisuje jak wybra¢ wspotczynnik k, ktory daje przedzial majacy poziom
zaufania p bliski okreslonej przez nas wartosci. Jednak dla wielu praktycznych pomiarow w
wielu dziedzinach, gdy niepewnosci standardowe u_; (ktore moga by¢ otrzymane zarowno z
analizy typu A jak 1 B) wnosza podobnej wielkosci przyczynki do zlozonej niepewnosci
standardowej mozemy (z pomoca Centralnego Twierdzenia Granicznego):

1. przyjac k=2 i zalozy¢ ze p = 95%
2. przyja¢ k=3 i zalozy¢ ze p = 99%




Prawidlowy zapis wartosci z niepewnosciga rozszerzona

I Pojedynczy pomiar dtugosci L = 20 cm, rozdzielczos¢: AL (maks.) = 1 mm, w tym
przyktadzie (celowo!) zaniedbujemy niepewnos¢ eksperymentatora.

Niepewnos¢ standardowa (typ B): u, = AL/V3 = 0.058 cm.
Zapis wartosci z niepewnoscia standardowa bytby: L = 20.000 (0.058) cm

Przyktady zapisu z niepewnosciami rozszerzonymi U :

1. U, = 0.1 cm (dla k=1.73) (dla pojedynczego pomiaru z niepewnoscia typu B, czyli PDF prostokatny,

nie ma sensu uzywanie k > v3)
Zapis: L =(20.0 £ 0.1) cm (k=1.73), ale jesli mozliwe powinni$my podaé rowniez p (tutaj

100%), sposéb w jaki k byto wybrane (na przyktad: PDF normalny / PDF prostokatny), liczba stopni
swobody V (szczegoty w Aneksie G ), itp.

2. L=(20.000 £ 0.096) cm (k=1.65), p=95%, PDF prostokatny

3. L=(20.000 £ 0.099) cm (k=1.71), p=99%, PDF prostokatny




Prawidlowy zapis wartosci z niepewnoscig rozszerzona

IT Wielokrotny pomiar czasu ze Srednig 25 sekund 1 niepewnoscia standardowa 1.3
sekundy (niepewnos¢ byta typu A czyli odchylenie standardowe Sredniej), nic nie
wiemy na temat doktadnosci stopera 1 niepewnosci eksperymentatora.

Zapis wartosci z niepewnoscig standardowa bytby: t =25.0 (1.3) s

Przyktady zapisu z niepewnosciami rozszerzonymi U  :

1.t=(25.0 £ 2.6) s (k=2), p=95.5%, PDF normalny
2.t=(25.0 £ 3.9) s (k=3), p=99.7%, PDF normalny

III. Posredni pomiar koncentracji nosnikow w potprzewodniku (do niepewnosci
zlozone] wchodzity niepewnos¢ wyznaczenia parametru prostej — typ A, niepewnosc
wyznaczenia pola magnetycznego — typ B, niepewnosci wyz. grubosci ptytki — typ B)

n=235x101/m’,u =0.21 x 10* 1/m’
Zapis wartosci z niepewnoscia standardowa bytby: n =2.35 (0.21) x 10%° 1/m?

Przyktady zapisu z niepewnosciami rozszerzonymi U  :
1.n=2.35% 0.42) x 10*° 1/m*? (k=2), p = 95%
2.n=(2.35% 0.63) x 10** 1/m* (k=3), p = 99%




ﬂ Wiecej przyktadow T




Przyklad 1 (obliczanie niepewnosci metodami typu A i B):

50 pomiarow srednicy (x) oldwka przy uzyciu sruby mikrometrycznej (rozdzielczos¢
sruby daje maksymalnie Ax = 0.01 mm, oszacowana niepewnos¢ eksperymentatora w
czasie odczytywania jest minimalnie Ax_ = 0.005 mm).

Pomiary [mm]' 6.25,6.25,6.27, 6.22, 6.23, 6.23, ... (50 pomiaréw)

niepewn0501 standardowe / odchylenia:

50

Z (xi_J_C)Z

i=1

u (typA)=s_=

50-(50—1)
\/;450 [(6.25—6.26)°+(6.25—-6.26) +(6.27—6.26)°+...]=0.0028 [mm]
2
: Ax | [Axp|" Przyktady zapisu koncowego:
oWt = \/ WP A)H TS T T x=16.260 (0.007) mm lub

X = 6.260 (7) mm lub
x = (6.260 + 0.014) mm (k=2)

=1/0.0028°+0.0058+ 0.0029° =0.0071 [mm]




Przyklad 2 (niepewnosci typu B, niepewnos¢ ztozona):
Wyznaczanie oporu R (R=U/I).
ZmierzylisSmy (tylko raz):

U =26 V przy uzyciu miernika analogowego (zakres 0-30V; klasa miernika: 1)
AU = klasa x zakres /100 =1/100x30 V=03V
AU = po6t podziatkki='2x 0.5V =025V

I=0.825 A miernik cyfrowy (zakres 2A; dla tego zakresu Al =1.2% x rdg + 1 dgt)
Al=12%x0.825A+1x0.001 A=0.0109 A

Niepewnosci standardowe (odchylenia) typu B:
u, =[ (AUNV3)? + (AU V3)*]"*=0.225V  =>TU=26.00 (0.23) V

u =AI/V3=0.00629 A =>1=0.825(0.006) A

gt
! I

oR
ol

2
2
U+

OR

oU W

niepewnos¢ ztozona u = \/

R =31.51(0.36) Q lub
R = 31.51 (36) Q Iub

R=(31.51£0.72) Q (k=2), lub (31.51 £ 0.73) zachowujac cyfry zu_, etc.




Przyklad 3 (niepewno$c¢ typu B, niepewno$¢ ztozona):
Pomiar statej siatki dyfrakcyjnej (d). Wykonano jednokrotny pomiar potozenia widma I
rz¢du w siatce dyfrakcyjnej oswietlonej Swiatlem o dlugosci fali

A = 589 nm. Otrzymano kat ugigcia O = 11035” z niepewnoscia pomiarowa
(niepewnoéé wzorcowania — czyli typu B; brak informacji o niepewnosci eksperymentatora)
AO®1 =10’ (uwaga — trzeba stopnie zamieni¢ na radiany). Czyli ©1 = 0.2022 radianow

(w programach typu Excell/Gnumeric jest to =RADIANS(11+35/60). A©1 = 0.0029

radianow.
. k-A
s1n@k=d—
A
d =— =2933.37 nm
sin @,
— /A cos 0, 5 , — /A c0s O, ’ A@12
U,;= : | e, = : | =24.035nm
(sm@l) ! (sm@l) 3

d =2933 (24) nm lub
d =(2933 = 48) nm (k=2), etc.
niepewnos$¢ wzgledna u /d*100% = 0.82 % (bardzo dobry pomiar)
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Metoda najmniejszych kwadratow
(uzyta do wyznaczania parametrow rownania
prostej oraz niepewnosci tych parametréow)




Dopasowujemy teori¢ (model) do danych doswiadczalnych.

Mamy punkty (x., y.) np. niezalezne pomiary natgzenia 1 napigcia (I, U.) na tym samym
oporniku. Niepewnosci standard. pomiaru pojedynczych natgzen i napigc to u oraz u,

Wiemy, ze punkty powigzane sa zaleznoscia funkcyjna: y =f(x, a, b, ¢, d, e....). W
przyktadzie (Rys.) z napigciem 1 natezeniem y = (X, a) = ax, bo U = RI (parametr a jest
tutaj oporem).

300.0

Metoda najmniejszych kwadratow pozwala na
znalezienie najbardziej prawdopodobnych
wartosci parametrow a, b, ¢, d, e, ... czyli

4 takich dla ktorych suma kwadratow odchylen
bedzie jak najmniejsza, tzn.

2N _ |y, —f(x,a,b,c,d,e,..) ] = min.

250.0

U [mV]

150.0 H

100.0 H

50.0 | ‘ . . . W naszym przyktadzie znajdujemy parametr prostej a
200 400800 800 1000 1200 (wraz z jego niepewnoscia) ktory jest tutaj oporem.

I [mA]

Wyznaczanie niepewnoS$ci parametrow a, b, ¢, ... (oznaczanych jako u, LRI lub

czgsciej s , s, S, ...) metoda najmniejszych kwadratéw to analiza niepewnosci metoda

typu A

> b2




1. Prosta ma postac y=ax
Znamy niepewnosci na y-ach

Mamy danych N punktow x; oraz y,(s y,»> oznaczanych wczesniej jako y,.(uyi)

Wspotczynnik kierunkowy a=a (s ,), gdzie:

N
Dl xy/s2
a:l;1
> x/S
i=1
1
S,.= | =




2. Prosta ma postac y=ax
Nie znamy niepewnosci na y-ach (zakladamy wigc, ze sa sobie rOwne)

Mamy danych N punktow x, oraz y,

Wspoltczynnik kierunkowy a=a (s, ), gdzie:

M-

~
I
—

iyi




3. Prosta ma posta¢ y=ax+b
Znamy niepewnosci na y-ach

Mamy danych N punktow x; oraz yi(syi) oznaczanych wczesniej jako yl-(uyi)

Wspotczynniki prostej a=a(s,) oraz b=>b(s,) wynosza:

. . . . 2
(dla utatwienia zapisu wprowadzamy oznaczenie w,=1/s )

=

N N N
w;Xx Z yi_zwixiZwixiyi
2

M-

vai VV.X )G :E:‘M};x EEZVV JG

= i=1 =1 i=1
2

N N N
2 2
Wixl'— inwi szzwixi_ Z‘xiwi

= i=1 =1l =hl i=1

1

S
|
I

a=

=
=
=

i

8

~
Il
— R




4. Prosta ma postac y=ax+b
Nie znamy niepewnosci na y-ach
Mamy danych N punktéow x, oraz y,

Wspolczynniki prostej a=a (s, ) oraz b=5b(s,) wynosza:

N N N N N N N
NZ szzyz fozyi_zxizxiyi

il T=1l i=1 i=1 - i=1 =l i=1 i=1
a=— b:
N N 2 N N 2
2 2
Nzxi_zxi Nzxi_zxi
i=1 i=1 i=1 i=1
N N N
3 b L > (y—ax—b}Y %}
yl—ax — yl—axl— Xl
. ( i=1 I (N_Q') i=1 i=1
S, S 2

W praktyce czgsto jest tak, ze mamy niepewnosci zarowno na y-ach jak 1 x-ach. Wtedy,
jesli chcemy zastosowac ktorys z podanych wzordw, staramy sie tak wybrac osie, zeby
na x-ach wartosci niepewnosci byty mniejsze niz na y-ach.




Parametry prostej typu y=ax+b lub y=ax mozna uzyskac przy uzyciu funkcji LINEST
(wersja angielska) lub REGLINP (wersja polska) w programach (arkusze kalkulacyjne)
MicroSoft Office, Open Office, Libre Office, Gnumeric.

File Edit View Insert Format

. 21.59389
™| i g & ﬂ Name Type Function/Argument —
v linest(B2:B14,A2:A14,0,1) Pt
Sans w |° ----- known_ys Area B2:B14
----- [known_xs] Area AZ:A14
125 Y - [affine] Boolean 0 tu 0 dla y=ax e
L tu wpisuj 1 . . . .,
[stats] Boolean |1 u wpisujemy zawsze | Dostajemy |ICZbQ a: zeby uzyskac
- - E Dla y=ax wybieramy affine 0 = pozostate zaznaczamy obszar 2x5,
; Is [m;"LS Uh [”;;’]G a dla y=ax +b wybieramy affine 1 d idziemy do paska narzedzi na koniec
3 3.06 66.0 Enter as array function & Quote unknown names formuly I WCISKamy Ctrl+Shift+Enter
4 3.16 68.0
5 3.29 71.0 Help Cancel OK
6 3.54 77.0
7 4.18 91.0 VT 2 S 2t
8 460  100.0 e E E S @ Z
9 5.11 111.0 : = = = = == H | J K
jojr-a a@aa =5 = = g
10 5.76 125.0 — parametry dopasowania y=ax+b
11 6.58  143.0 = | =linest(Sheet11B2:B14,Sheet11A2:A14,0,1) 21.4602 0.89345
12 7.69 166.0 0.06155 0.37169
13 9.27  200.0 D E F G H ' 0.99991 0.57382
14 11.65 250.0 121549 11
15 40022.4 3.62196
kolumny z danymi
parametry dopasowania y=ax
o . . ,. a—» 215939 o €+— b
Uwaga: w funkcji tej nie uwzgledniane sa niepewnosci S —P 003116 #NA €— S
pomiarowe poszczegolnych punktow. 0.99998| 0.67851

480118 12
221032 5.52445




Podsumowanie

Przedstawiona metoda obliczania niepewnosci pomiarow jest:

© zunifikowana (wspolny 1 spOjny sposob traktowania obu typu niepewnosci A oraz
B); w obu przypadkach niepewnosci wyrazane sa jako odchylenia standardowe

© skutkuje jedna koncowa wartoscia niepewnosci (w nieco starszym podejsciu
przeprowadzano oddzielnie analizy dla tzw. niepewnosci statystycznych i systematycznych 1 podawano
oddzielnie oba typy niepewnosci); pozwala to na tatwiejsze porOwnanie wynikow migdzy
roznymi eksperymentami, nawet jesli otrzymane zostaly w zupelnie r6znych warunkach
eksperymentalnych

Uwaga na zakonczenie:

Guide: ,,3.4.8 Although this Guide provides a framework for assessing uncertainty, it
cannot substitute for critical thinking, intellectual honesty and professional skill. The
evaluation of uncertainty is neither a routine task nor a purely mathematical one; it
depends on detailed knowledge of the nature of the measurand and of the measurement.
The quality and utility of the uncertainty quoted for the result of a measurement
therefore ultimately depend on the understanding, critical analysis, and integrity of
those who contribute to the assignment of its value.”




Na nastegpne zajecia:

1. Ogladamy jeszcze raz niniejsza prezentacje
http://www.1if.pw.edu.pl/~puk/niepewnosci_pomiarow.pdf

1 czytamy przewodnik na temat liczenia niepewnosci pomiarow:
http://www.1if.pw.edu.pl/~labfizlp/cmsimple2 4/index.php?Obliczanie niepewno%B6ci

2. Zapoznajemy si¢ z instrukcja do ¢wiczenia 1 (Metody pomiarowe 1 opracowania
wynikow w laboratorium fizyki) na stronie (login 1 hasto podane na zajeciach):
http://clf.if.pw.edu.pl/

3. Przynosimy teczke na sprawozdania

Przed kolejnymi zaj¢ciami:

1. Robimy sprawozdanie z poprzedniego ¢wiczenia
2. Zapoznajemy si¢ z instrukcja do kolejnego ¢wiczenia (ich lista dla kazdego zespotu
powieszona jest przez wejsciem do CLF)

GUM: http://www.bipm.org/utils/common/documents/jcgm/JCGM 100 2008 E.pdf



http://www.if.pw.edu.pl/~puk/niepewnosci_pomiarow.pdf
http://www.if.pw.edu.pl/~labfiz1p/cmsimple2_4/index.php?Obliczanie_niepewno%B6ci
http://clf.if.pw.edu.pl/
http://www.bipm.org/utils/common/documents/jcgm/JCGM_100_2008_E.pdf

Slajdy dodatkowe




Wazne: Bledy (doktadne wartosci nieznane i niepoznawalne) # niepewnosci (moga by¢ oszacowane)

Wartos¢ prawdziwa — wartos¢ ktora moglaby by¢ otrzymana w idealnym
eksperymencie (nie moze by¢ wyznaczona).

Blad (pomiaru) — roznica mi¢gdzy wynikiem pomiaru a wartoscia prawdziwg. Na
przyktad blad systematyczny — srednia, ktora bytaby wynikiem nieskonczonej liczby
pomiardw odja¢ wartos¢ prawdziwa (btad systematyczny 1 jego przyczyny nie moga by¢
calkowicie poznane).

PowinniSmy probowac poprawic¢ nasze wyniki na btedy systematyczne (przynajmniej na
rozpoznane efekty). Ztozona niepewnos¢ standardowa poprawionego wyniku powinna
zawiera¢ zarOwWno niepewnos¢ niepoprawionego wyniku jak 1 niepewnos¢ poprawki.

GUM oraz ta prezentacja skupia si¢ na niepewnosciach a nie bledach.

© Nawet jesli wyznaczone niepewnosci sa mate, nie mamy zadnej gwarancji ze blad pomiaru tez
jest maty. Efekt(y) systematyczny(e) mogty zosta¢ pomini¢te poniewaz nie zostaly rozpoznane.
Wreszcie, nasze poprawki moga nie by¢ idealne.

© (Poprawiony) wynik pomiaru moze by¢ (niepoznawalnie) bardzo blisko wartosci prawdziwe;j (i
stad mie¢ zaniedbywalny btad) nawet jesli ma duza niepewnosc.

Niepewnos$¢ pomiaru nie powinna by¢ mylona z pozostajacym nieznanym bledem.




Uncorrected arithmetic
mean of observations

Corrected arithmetic
mean of observations

The corrected mean is

the estimated value of the
measurand and the result of
the measurement

oot
Standard uncertainty of the

o

uncorrected mean due to the
dispersion of the observations
(for illustrative purposes, shown
here as an interval)

Correction for all recognized
systematic effects

i<

Combined standard
uncertainty of the corrected
mean

It comprises the uncertainty
of the uncorrected mean due
to the dispersion of the
observations and the
uncertainty of the applied
correction

a) Concepts based on observable quantities

Unknown distribution

(here assumed to be
approximately a normal
distribution) of the
entire population of
possible uncorrected
observations

Unknown distribution
of the entire population

/ of possible corrected

observations

Unknown population mean
(expectation) with unknown

. Unknown error in the

corrected mean due to the

standard deviation (indicated
by edge of darker shading)

Unknown "random"” error i+

in the uncorrected mean
of the observations

Unknown error due to all
recognized systematic effects

unknown "random” error in
the uncorrected mean and
an unknown error in the
applied correction

Remaining unknown error
in the corrected mean
due to an unrecognized
systematic effect

Unknown
VALUE OF

MEASURAND

b) Ideal concepts based on unknowable quantities

Figure D.1 — Graphical illustration of value, error, and uncertainty

Quantity

a) Uncorrected |
observations

b) Uncorrected arithmetic
mean of observations

c) Correction for all
recognized systematic
effects

d) Result of measurement

e) Remaining error
(unknowable)

f) Value of measurand
(unknowable)

g) Values of measurand
due to incomplete definition
(unknowable)

h) Final result of
measurement

Value
(not to scale)

increasing value
—

Variance
(not to scale)

|
‘ (single observation)
|
|
|

(does not include variance
due to incomplete definition
of measurand)

Figure D.2 — Graphical illustration of values, error, and uncertainty
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